Нижегородский университетский округ ГУ-ВШЭ

МОУ Лицей № 40

I Нижегородская лицейская олимпиада по математике среди 5-7-х классов

Задачи и решения.

 5 класс
1. Дано верное равенство: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45. Замените только один из знаков сложения на знак умножения так, чтобы, не добавляя никаких скобок и не убирая других знаков, значение выражения стало равным 100. 

Ответ: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8(9 = 100.
2. За круглым столом сидят 2010 рыцарей и лжецов. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут. Каждый заявил, что среди его соседей один рыцарь и один лжец. Сколько лжецов могло быть за круглым столом? Ответ обосновать. 

Ответ: 670 лжецов. Комментарий:  Из высказываний сидящих следует, что рассадка циклически повторяется РРЛРРЛРРЛ…, значит, лжецы составляют ровно треть от общего количества.
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3. В квадрате 3(3 расставлены целые числа так, что суммы по всем строкам, столбцам и двум главным диагоналям равны. Найдите a, если квадрат имеет вид, как на рисунке (в клетках, помеченных *, могут стоять любые целые числа). 
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Ответ: 6. Комментарий:  Т.к. по первому столбцу определяется сумма в каждом ряду (a+6), то можно постепенно заполнить всю таблицу и составить уравнение, например, для диагонали с 1: 3a-6=a+6, откуда и найдём a=6.
4. Приведите пример 10-угольника, который можно одной прямой разрезать на 5 треугольников. Покажите и само разрезание. Ответ: примеры на рисунках.
5. Сколькими способами вместо разных букв ребуса можно поставить разные цифры так, чтобы получилось верное равенство: 
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? Ответ обосновать.
Ответ:  168 способов. Решение: Цифра Я равна только 1 (т.к. произведение 
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 не может быть равно 1 (при Я=0) и не может быть отрицательным), тогда в правой части обязательно есть 0 (3 варианта – любая из букв), а остальные 2 буквы могут принимать два значения из 8 оставшихся цифр (отличных от 0 и 1), т.е. для них 8∙7=56 вариантов, а всего 3∙56=168 решений у ребуса.
6 класс
1. Используя цифры 2, 3, 4, 5, 9, составьте всевозможные трехзначные числа, которые делятся без остатка одновременно на 5 и на 7 (в числах цифры могут повторяться).

Ответ: 245, 455, 525, 595, 945. Решение: Т.к. искомое число делится на 5, а числа 5 и 7 взаимно просты, то выпишем трехзначные числа, делящиеся на 35 и оканчивающиеся на 5 (если число оканчивается на 2, 3, 4, 9, то оно на 5 нацело не делится): 105, 175, 245, 315, 385, 455, 525, 595, 665, 735, 805, 875, 945. Выделим из них нужные.
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2. Существует ли 10-угольник, который одной прямой можно разрезать на 6 треугольных частей? 
Ответ:  существует, например, см. рисунок.
3. Вася, получив свою первую зарплату, заметил: «Какое необычное четырёхзначное число! Если его разделить на 10, то остаток будет 9, если его разделить на 9, то остаток будет 8, и так далее. В конце концов, когда мы разделим это число на 2, остаток будет равен 1». Каков же был размер его первой зарплаты, если известно, что она была в пределах от пяти до шести тысяч? 

Ответ:  5039. Решение: Заметим, что это число, увеличенное на 1, будет делиться на 2, 3, …, 10, т.е. на НОК(2, 3, …10)=23(32(5(7=2520. Условию (в пределах от 5000 до 6000) удовлетворяет только число 5040.
4. На четырнадцати карточках написаны (по одной) буквы Н, И, Ж, Н, И, Й, Н, О, В, Г, О, Р, О, Д. Какое наименьшее количество карточек надо взять наугад, не видя написанных на них букв, чтобы из части этих букв можно было составить осмысленное слово русского языка (существительное в именительном падеже единственном числе)? Ответ обосновать.
Ответ:  10. Решение:  Если случайно выбрать все согласные буквы (а это 9 карточек), то ни одного слова составить нельзя и, значит, девяти карточек недостаточно. Если карточек десять, то на выбранных карточках обязательно есть гласная буква и возможны несколько случаев: 1) есть О и И, тогда возможно одно из слов ИОН, ИГО или РОД; 2) есть И, нет О, тогда из 11 остальных карточек нет ровно одной, значит, возможно одно из слов ВИД или РИНГ; 3) есть О, нет И, тогда нет ещё каких-то двух карточек, значит, возможно одно из слов РОГ, ВОЙ или ДНО.

5. Представьте число 
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 в виде произведения нескольких (не более 6) положительных рациональных чисел (т.е. дробей, в которых и числитель, и знаменатель – натуральные числа) так, чтобы сумма этих чисел была равна 7. 
Пример:  
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7 класс
1. Между четырьмя семёрками  разными способами вставьте знаки арифметических действий (+, -, (, :) и скобки так, чтобы получились все целые числа от 0 до 10 (в некоторых случаях знаки можно не вставлять, например, можно оставить число 77 или 777 и т. д.). 

Примеры:  77(77=0, 77:77=1, 7:7+7:7=2, (7+7+7):7=3, 77:7(7=4, 7((7+7):7=5,   (7(7(7):7=6, 7+7((7(7)=7, (7(7+7):7=8, (7+7):7+7=9, (77(7):7=10.
2. Теннисный турнир с 20 участниками продолжался несколько дней. В каждый из дней каждый участник сыграл один матч. По итогам турнира теннисист А становится  абсолютным победителем, если обладает следующим свойством: каждый другой теннисист либо сам проиграл свой матч теннисисту А, либо проиграл теннисисту, который в свою очередь проиграл другому теннисисту, который … (т.е. цепочка проигравших по очереди друг другу теннисистов) … проиграл А. Могло ли так случиться, что каждый теннисист стал абсолютным победителем турнира, и после какого наименьшего количества дней такое могло произойти? Ответ обосновать.
Ответ: могло, за 2 дня. Пример:  Разместим теннисистов по кругу, в первый день 1-й выиграл у 2-го, 3-й – у 4-го, …, 19-й – у 20-го; во второй день 2-й выиграл у 3-го, 4-й – у 5-го, …, 20-й – у 1-го (т.е. после двух дней граф побед представляет собой ориентированный гамильтонов цикл). Доказательство оценки: Должно пройти хотя бы 2 дня, т.к. каждый теннисист сыграл хотя бы 2 матча, потому что он обязан хотя бы один матч выиграть, чтобы быть абсолютным победителем, и хотя бы один матч проиграть, чтобы таким победителем был любой другой теннисист.
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3. Как разрезать квадрат на 4 части, из которых можно сложить треугольник, у которого одна из сторон в 8 раз длиннее другой? Покажите, как резать и как складывать. 

Пример:  Разрежем квадрат по средней линии и соединим два полученных прямоугольника короткими сторонами. Получим прямоугольник, у которого одна из сторон вчетверо короче другой. Проведём разрез от одной из его вершин до середины противоположной короткой стороны и повернём отрезанный треугольник на 180( вокруг конца разреза. Вместе с оставшейся частью прямоугольника он составит прямоугольный треугольник, у которого одна из сторон, образующих прямой угол, в 8 раз длиннее другой.
4. Какова наименьшая возможная длина последовательности цифр, в которой никакая последовательность (из не менее чем двух) цифр не повторяется два раза, а при приписывании любой цифры справа это условие нарушается? Ответ обосновать. 
Ответ:  20 цифр, например, 00102030405060708090. Решение:  При приписывании следующей цифры (после последней, которую с точностью до симметрии можно считать 0) обязательно будет повторяться получаемая на этом шаге двузначная последовательность, но различных цифр – 10, значит,  в исходной последовательности должны быть все варианты  (00, 01, 02, …, 09), при этом и последняя цифра является 0, значит, всего не менее 20 цифр.
5. Клетчатая прямоугольная доска такова, что существует ровно 2009 способов разместить доминошку 1(2 (из двух клеток) на ней. Какой размер может быть у этой доски? Ответ обосновать, указать все варианты.

Ответ:  1(2010. Решение:  Пусть у нас доска N(K, тогда доминошку можно разместить N((K(1) способом в одном направлении и  K((N(1) способом в другом направлении. Получаем уравнение в натуральных числах N((K(1)+K((N(1)=2009, откуда 
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, значит, 4019((2K(1). А для простого числа 4019 (что проверяется делением на все простые числа до целой части из 
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) такое возможно только при 2K(1 равном 1 или 4019. В обоих случаях получается доска 1(2010.
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