5 класс

1. Пятиклассник Петя решил использовать для вычислений только пятерки. Сможет ли  Петя, используя число 5 пять раз, знаки арифметических действий и скобки, выразить все целые числа от 0 до 10 включительно?
Ответ: Да. Например:

0=5*(5-5)*(5-5), 1=(5-5)*5+5/5 и т.д.

Комментарий: Обратим внимание, что в задаче требуется использование чисел (а не цифр), т.е. варианты не должны содержать чисел 55, 555 и т.п. 
2. Нарисуйте на плоскости три квадрата так, чтобы получилось семь квадратов.

	
	Ответ: 


3. Для участников математической олимпиады и членов жюри было приготовлено конфет столько же, сколько булочек и стаканов чая вместе. Каждый школьник съел по одной конфете и выпил по стакану чая, после чего осталось стаканов чая и конфет вместе столько, сколько булочек. Найдется ли хотя бы один стакан чая для членов жюри?

Ответ: Нет.

Решение. К - число конфет, Б - число булочек, Ч - стаканов чая, Ш - число школьников.

Тогда К=Б+Ч, Ч-Ш+К-Ш=Б. 

Отсюда, подставляя первое выражение во второе, имеем 2Ч-2Ш=0, т.е. Ш=Ч. Школьники выпьют весь чай, а для членов жюри чая не останется.
4. Около дома посажены липы и березы, причем общее их количество более 14. Если увеличить вдвое количество лип, а количество берез на 18, то берез станет больше. Если увеличить вдвое количество берез, не меняя количества лип, то лип все равно будет больше. Сколько лип и сколько берез было посажено?
Ответ: 11 лип, 5 берез.

Решение. Пусть Б  - число берез, Л - число лип.

Тогда Б+Л>14, 2*Л<Б+18, 2*Б<Л.

Проанализируем последние два неравенства.

Если 2*Б<Л, то 4*Б<2*Л<Б+18. Тогда 4*Б<Б+18, отсюда Б<6.

Если 2*Л<Б+18, то 4*Л<2*Б+36<Л+36. Тогда 4*Л<Л+36, отсюда Л<12.

Б=5, Л=11 удовлетворяет всем условиям.

Покажем, что нет другого решения. Поскольку Б+Л>14 и Б+Л<17 (следует из неравенств Б<6 и Л<12 с учетом целочисленности), то надо показать, что Б+Л=15 быть не может. Выразим число лип Л=15-Б и подставим их в последние два неравенства.

2*(15-Б)<Б+18, откуда Б>4.
2*Б<15-Б, откуда Б<5.

Как мы видим, целое число берез при таком варианте невозможно.
6 класс

1. Шестиклассник Шурик решил использовать для вычислений только шестерки. Сможет ли  Шурик, используя число 6 шесть раз, знаки арифметических действий и скобки, выразить все целые числа от 0 до 10 включительно?

Ответ: Да. Например:

0=(6-6)*6*6*6*6, 1=(6-6)*6*6+6/6 и т.д.

Комментарий: Обратим внимание, что в задаче требуется использование чисел (а не цифр), т.е. варианты не должны содержать чисел 66, 666 и т.п. 

2. Таня решила выписать подряд натуральные числа без пробелов: 1234567891011121314... Какая цифра будет записана в этом наборе на 2015 месте?

Ответ: Ноль.
Решение. Для записи чисел от 1 до 9 было использовано 9 цифр. Для записи чисел от 10 до 99 ​– использовано (99-10+1)*2=180, от 100 до 707 – использовано (707-100+1)*3=1824, итого использовано 2013 цифр. На 2015 месте стоит вторая цифра числа 708, это – ноль.  
3. Группа учеников, состоящая из 30 человек, получила на экзамене оценки «2», «3», «4» и «5». Сумма полученных оценок равна 93, причем троек было больше, чем пятерок, и меньше, чем четверок. Кроме того, число четверок делилось на 10, а число пятерок было четным. Определите сколько каких оценок получила группа.

Ответ. 11 двоек, 7 троек, 10 четверок, 2 пятерки.
Решение. Пусть Д - число двоек, Т - троек, Ч - четверок, П- пятерок.
Тогда Д+Т+Ч+П=30, 2*Д+3*Т+4*Ч+5*П=93, Т>П=2m, Т<Ч=10k

Из первого уравнения Д=30-(Т+Ч+П). Подставив это во второе уравнение, получим, что Т+3*П=33-2*Ч, откуда, учитывая, что Ч=10k, имеем, что Ч=10.
Далее, Т=13-3*П>П, откуда 0<П=2m<3.25, П=2, Т=13-6=7, Д=11.

4. Найдите пятизначное число, которое от перестановки всех цифр в обратном порядке увеличивается в 9 раз.
Ответ: 10989. 

5. В древней рукописи приведено описание города, расположенного на восьми островах. Острова соединены между собой и с материком мостами. На материк выходят 5 мостов, на четырех островах берут начало 4 моста,  на трех островах берут начало по 3 моста, а на один остров можно пройти только по одному мосту. Возможно ли такое расположение мостов? Если да, приведите пример карты. Если нет, объясните причину.
Ответ: Нет. Сосчитаем число концов мостов, оно должно быть четным. 5+4+3+1=13 (нечетное число). 

_____________________________________________________________________________
7 класс

1. Семиклассник Семен решил использовать для вычислений только семерки. Сможет ли  Семен, используя число 7 семь раз, знаки арифметических действий и скобки, выразить все целые числа от 0 до 10 включительно?

Ответ: Да. Например:

0=(7-7)*7*7*7*7*7, 1=(7-7)*7*7*7+7/7 и т.д.

Комментарий: Обратим внимание, что в задаче требуется использование чисел (а не цифр), т.е. варианты не должны содержать чисел 77, 777 и т.п. 

2. Делится ли сумма чисел 
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  на 3?
Ответ: да.
Решение. Сгруппируем числа:
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Как видно, все слагаемые содержат 3 как сомножитель. Значит, вся сумма делится на 3.
Возможны и другие варианты обоснования делимости.
3. Одна из цифр четырехзначного натурального числа равна нулю. При вычеркивании нуля это число уменьшилось в 9 раз. На каком месте стоит нуль? Найдите все такие числа.

Ответ: ноль стоит на месте сотен. 2025, 6075.
Решение. Четырехзначное число, одна из цифр которого равна 0, может иметь вид 
[image: image3.wmf]0,0,0
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 .Последний случай невозможен, так как при вычеркивании нуля число уменьшится в 10 раз.
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. (Если работать с условием, что ноль в числе был один. Если число могло содержать два нуля, то в ответ также войдет число 4050). Так как 
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  оканчивается на 
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 , подбором находим 
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 . Итак, одно из чисел 2025. Аналогично для 
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 получаем 
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 . Второй вариант ab0c рассматривается аналогично и к решению не приводит.
4. Найдите наименьшее трехзначное число, равное сумме всевозможных перестановок двузначных чисел, образованных его цифрами.
Ответ: 132.

Решение. Пусть 
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Отсюда 
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Комментарий: В данном решении рассматриваются трехзначные числа с разными цифрами, не содержащие нуля. Рассмотрение всех трехзначных чисел от 100 до 132 и всех перестановок доказывает, что другие варианты не подходят.
5. На собрании собственников квартир ТСЖ собирал с жильцов деньги на установку новых квартирных номеров. Сергей из квартиры № 104 спросил, почему во втором подъезде надо собрать на 40% больше, чем в первом, хотя квартир в обоих подъездах одинаково. На это ему заметили, что за двузначные номера приходится платить вдвое, а за трехзначные – втрое больше, чем за однозначные. Сколько квартир в подъезде?

Ответ: по 72, по 126.

Решение. Пусть стоимость однозначного номера 
[image: image18.wmf]x

 , тогда стоимость двузначных и трехзначных, соответственно 
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Рассмотрим два случая: трехзначных квартир нет в первом подъезде, и трехзначные квартиры есть в первом подъезде.

Случай 1. Пусть в первом подъезде квартир с двузначными номерами будет 
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 , тогда всего в первом подъезде будет 
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 квартир. Так как число квартир в обоих подъездах одинаково, и число квартир с двузначными номерами рано 90, то во втором подъезде квартир с двузначными номерами будет 
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 , а с трехзначными 
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Стоимость номеров для первого подъезда 
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 , а для второго: 
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Учитывая условия, получим уравнение
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Его решением будет 
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 . Тогда квартир будет по 72.

Случай 2. Пусть 
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 - стоимость однозначного номера, 
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 - число квартир с трехзначным номером. Аналогично случаю 1 имеем, что
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Решением уравнения является 
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 .Тогда в каждом подъезде по 126 квартир.
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