Нижегородская (V открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, НФ ГУ ВШЭ, 16 декабря 2007 года 

8 класс

1. У продавщицы Клавы все 9 гирь к весам имеют надпись 1 кг и среди них нет ни одной гири, весящей более 1 кг. Измеряя их вес, она как-то выложила все их на двухчашечные весы (не все на одну чашу) так, что весы оказались в равновесии. Докажите, что у неё есть гиря весом не более 800 г.

2. Можно ли расставить на шахматной доске короля, ладью, коня, слона и ферзя так, чтобы каждая фигура била ровно две фигуры и была побита ровно двумя, причём другими, фигурами?

3. Докажите, что в остроугольном треугольнике ABC основание высоты, проведённой из вершины B, и середина стороны AC симметричны относительно серединного перпендикуляра, проведённого к одной из средних линий треугольника.

4. Сложим все числа, которые получаются из некоторого натурального числа вычёркиванием одной его цифры (слагаемых будет столько, сколько цифр в исходном числе, нули в начале получающегося числа после стирания первой цифры не учитываются, например, из числа 205 получим сумму 5+25+20=50). Может ли полученная сумма оказаться равной 2008?

5. Есть 7 кучек по 200 камней. Два игрока ходят по очереди. За один ход можно  взять из какой-нибудь кучки количество камней, равное простому числу.  Игра заканчивается тогда, когда нельзя сделать ход. Первый выигрывает, если хотя бы в одной кучке по окончании игры нет камней. Второй выигрывает, если по окончании игры во всех кучках  по 1 камню. Кто выигрывает при правильной игре? 
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9 класс

1. Сложим все числа, которые получаются из некоторого натурального числа вычёркиванием одной его цифры (слагаемых будет столько, сколько цифр в исходном числе, нули в начале получающегося числа после стирания первой цифры не учитываются, например, из числа 205 получим сумму 5+25+20=50). Может ли полученная сумма оказаться равной 2007?

2. В остроугольном треугольнике ABC прямая, проходящая через вершину B параллельно AC, пересекает серединный перпендикуляр к AC в точке D. Докажите, что точки M, D, B, N лежат на одной окружности, где M и N – середины сторон AB и BC соответственно. 
3. Сумма трёх неотрицательных чисел a, b, c  не превосходит 
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. Какое наименьшее значение может принимать выражение (1–a)(1–b)(1–c)?  

4. Во время матча «ЦСКА»–«Реал» пришедший с шахматного кружка Незнайка задумался над задачей «Можно ли на шахматное поле 8(8 поставить 11 коней, 11 королей и 1 мяч (бить не умеет) так, чтобы не было фигуры, стоящей под боем другой фигуры?» А действительно, можно ли? 

5. Во время занятия математического кружка Знайка предложил Незнайке сыграть 3 партии в следующую игру: «В начале партии ты называешь некоторое натуральное число N, каждый раз новое. Затем мы по очереди (ты – первый, я – второй) записываем в клетки квадрата 7(7 по одному целому числу от 1 до 49 включительно. В каждую клетку записывается ровно одно число, и каждое из чисел должно быть использовано ровно один раз. Если по окончании заполнения  квадрата найдутся строка и столбец, в каждом из которых сумма чисел равна N, то выигрываешь ты. В противном случае выигрываю я». Незнайка в ответ заявил: «Я выиграю со счётом 3:0». Кто на самом деле выигрывает при правильной игре и с каким счётом? 
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1. Даны три действительных числа с ненулевой суммой. Докажите, что сумма трёх попарных произведений их трёх попарных сумм больше суммы их трёх попарных произведений.

2. В квадрате ABCD взяты такие точки P и Q такие, что  (BAP=60(, (ABP=30(,  (DCQ=(CDQ=45(. Прямые PQ и CD пересекаются в точке T. Найдите (PTD.

3. Найдите все натуральные числа, обладающие следующим свойством: произведение суммы всех натуральных делителей этого числа, меньших его самого, и количества всех его натуральных делителей равно этому числу. 

4. Квадрат разрезали на равные прямоугольные равнобедренные треугольники. Сколько треугольников могло получиться? 

5. В городском Кубке по блицу должны участвовать 64 шахматиста. Докажите, что можно составить такое расписание турнира, что каждый сыграет по одной партии ровно с 36 другими шахматистами, при этом у любой пары не сыгравших между собой шахматистов будет ровно 18 общих противников среди остальных, а у каждой пары сыгравших между собой шахматистов будет либо 20, либо 26 общих противников среди остальных участников. 
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1. Докажите, что при любом целом x число (x2008+x2+1) делится на (x2+x+1). 

2. В хоккейной Суперлиге принимают участие 20 команд. Первый этап представляет собой турнир в два круга, т.е. каждые две команды играют между собой по два матча. За победу в основное время даётся 3 очка, за победу в дополнительное время – 2 очка, за поражение в основное время – 0 очков, за поражение в дополнительное время  –  1 очко. Ничьих по регламенту быть не может. По окончании первого этапа оказалось, что   команда «Трудяга» набрала ровно 50% максимально возможного количества очков, при этом её победы в основное время составили ровно 44% от непроигранных в основное время матчей. Сколько побед одержано этой командой в дополнительное время?  
3. Про положительные числа a, b, c, d известно, что abcd=1. Докажите, что среди чисел 
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 есть число, не меньшее 2. 

4. ABCD – квадрат, M и N – точки на сторонах BC и AD соответственно. K – точка пересечения BN и AM, а L – проекция K на CD. Докажите, что среди отрезков BM, CL и DN нечётное количество различных. 

5. Доказать, что число из 2000 восьмёрок делится на 2008. 

6. Во время матча «ЦСКА»–«Реал» пришедший с шахматного кружка Незнайка задумался над задачей «При каком наибольшем n на шахматное поле 8(8 можно поставить n коней, n королей и 1 мяч (бить не умеет) так, чтобы не было фигуры, стоящей под боем другой фигуры?» Решите эту задачу. 
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