Нижегородская (X открытая) городская математическая олимпиада школьников
НИУ Высшая Школа Экономики – Нижний Новгород, 25 ноября 2012 года

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ
8 класс
1. В сборнике задач по элементарной математике за 8-й класс было ровно 2012 задач. В течение учебного года каждый из 20 учеников класса решил ровно 2000 задач. Назовём задачу упражнением, если её решили все 20 школьников. Какое наименьшее количество упражнений могло оказаться в этом сборнике?
2. Участники конференции сидят за круглым столом, причём количество тех, чей сосед справа имеет тот же пол, равно количеству тех, чей сосед справа имеет противоположный пол. Могло ли за столом оказаться ровно 2012 человек? 
3. На стороне ВС квадрата ABCD взята точка К такая, что KAD=60. Отрезок КА пересекает диагональ BD в точке Р, а биссектриса угла СКА пересекает сторону CD в точке N. Докажите, что треугольник CPN – равносторонний.  

4a. Про целые числа a и b известно, что  . Какие значения может принимать сумма (a+b)? 

4b. Про целые числа a и b известно, что  . Какие значения может принимать сумма (a+b)? 
5. Может ли произведение всех натуральных делителей натурального числа n  оканчиваться на 2012? 

9 класс
1. Васе было предложено решить в общем виде в действительных числах уравнение ax2+bx+c=0. Его ответ начался со следующего высказывания: «Если b2>4ac, то уравнение имеет ровно два различных действительных корня».  Прав ли он?  
2. Какое наименьшее количество коней (белых и чёрных) можно поставить на шахматную доску так, чтобы каждый конь бил ровно одного чёрного и двух белых коней? 
3. Сколько существует девятизначных чисел, делящихся на 9 и не содержащих в  своей десятичной записи девятки? 
4. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС взяты точки А1 и С1 соответственно так, что АА1=СС1. Точки  M и N  – середины отрезков АС и А1С1 соответственно. Докажите,  что прямая MN  параллельна биссектрисе угла В. 
5. Назовём натуральное число двучётным, если его двоичная запись содержит чётное количество единиц. Найдите сумму всех двучётных чисел в пределах от 1 до 2012 включительно.  

10 класс
1. Найдите наименьшее простое число р, являющееся корнем уравнения cos2р1=0.   
2. Участники конференции сидят за круглым столом, причём количество тех, чей сосед справа имеет тот же пол, равно количеству тех, чей сосед справа имеет противоположный пол. Сколько человек может быть за столом? 
3. М  середина стороны AD квадрата ABCD. Биссектрисы углов АМС и DMC пересекают стороны  АВ и CD в точках N и К соответственно. Докажите, что отрезок NK равен и перпендикулярен отрезку МС.

4. Найдите все пары целых чисел a и b, удовлетворяющих равенству  . 


5. Натуральное число  назовём полным, если для любого набора номеров (возможно, одного номера) его разрядов сумма этих номеров  равна сумме некоторых (возможно, одной) цифр самого числа (например,  полное число). Найдите наибольшее полное число. 
11 класс 
1. Васе было предложено решить в общем виде в действительных числах уравнение ax2+bx+c=0. Его ответ начался со следующего высказывания: «Если b2=4ac, то уравнение имеет ровно один действительный корень». Прав ли он?  
2. Решите неравенство sin2xcosx на [0;5]. 
3. М  середина стороны AD квадрата ABCD. Биссектрисы углов АМС и DMC пересекают стороны  АВ и CD в точках N и К соответственно. Докажите, что KМ  биссектриса угла NKD. 
4. Натуральное число k назовём неудобным, если каждое из чисел  k1, k, k+1 не является точным квадратом. Докажите, что для любого нечётного натурального n  число  9n3+8n2+7n+6  является неудобным. 
5. Известно, что сумма пяти действительных чисел равна 10, а сумма их квадратов равна 25. Найдите наибольшее возможное значение наибольшего из них. 
[bookmark: _GoBack]6. На доске из 2012 строк и 2013 столбцов поставили в некоторые клетки по одной белой фишке так, что в каждом столбце стоит хотя бы одна фишка. Верно ли, что все фишки нескольких столбцов можно покрасить в чёрный цвет так, чтобы  в каждой строке было чётное количество чёрных фишек? 
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