Нижегородская (XII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

6 класс

1. На доске 6(6 разместите 6 не бьющих друг друга ферзей. (Ферзь бьёт по вертикали, горизонтали и диагонали.)
2. Назовём двузначное число 
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 гармоничным, если для него и для симметричного ему числа 
[image: image2.wmf]ba

 выполняется следующее свойство: их сумма цифр 
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равна количеству букв в записи каждого из них на русском языке. Существует ли двузначное гармоничное число?

3. Карлсону и Малышу на Новый год подарили одинаковые подарки. Карлсон, обрадовавшись, сначала съел половину своих конфет, на следующий день, огорчившись быстрому убыванию конфет, съел треть своих оставшихся конфет, а на третий день ( четверть оставшихся. Малыш же в первый день взял из своего подарка четверть конфет, на следующий день ( треть оставшихся, а на третий день ( половину оставшихся, при этом он каждый раз половину взятых конфет съедал сам, половину отдавал Карлсону, который их сразу съедал. Во сколько раз больше Малыша съел конфет Карлсон за эти три дня?
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4. Четвероклассник Вася, любящий решать задачи по теории чисел с помощью компьютерных алгоритмов, попытался решить ребус 
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 (разные буквы ( разные цифры, одинаковые буквы ( одинаковые цифры). Компьютер выдал 214 решений. Докажите, что программа работает неправильно.
5. Существует ли клетчатый многоугольник из 24 клеток, который можно разрезать и на 6 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Т», и на 6 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Г» (см. рисунок справа)? Фигурки можно поворачивать и переворачивать.   
6. Аня, Боря и Вова решили сыграть в следующую игру. В кучке лежат 2014 спичек. Аня и Боря имеют право брать 1, 2 или 3 спички, а Вова – 1, 2, 3, 4 или 5. При этом Аня и Боря объединяют свои усилия против Вовы, но Вова имеет право выбрать очередь своего хода – первый, второй или третий. Выигрывает тот, кто возьмёт последнюю спичку. Может ли Вова выбрать себе такую очередь, что при правильной игре выиграет именно он?

Нижегородская (XII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

6 класс

1. На доске 6(6 разместите 6 не бьющих друг друга ферзей. (Ферзь бьёт по вертикали, горизонтали и диагонали.)
2. Назовём двузначное число 
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 гармоничным, если для него и для симметричного ему числа 
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 выполняется следующее свойство: их сумма цифр 
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равна количеству букв в записи каждого из них на русском языке. Существует ли двузначное гармоничное число?

3. Карлсону и Малышу на Новый год подарили одинаковые подарки. Карлсон, обрадовавшись, сначала съел половину своих конфет, на следующий день, огорчившись быстрому убыванию конфет, съел треть своих оставшихся конфет, а на третий день ( четверть оставшихся. Малыш же в первый день взял из своего подарка четверть конфет, на следующий день ( треть оставшихся, а на третий день ( половину оставшихся, при этом он каждый раз половину взятых конфет съедал сам, половину отдавал Карлсону, который их сразу съедал. Во сколько раз больше Малыша съел конфет Карлсон за эти три дня?
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4. Четвероклассник Вася, любящий решать задачи по теории чисел с помощью компьютерных алгоритмов, попытался решить ребус 
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 (разные буквы ( разные цифры, одинаковые буквы ( одинаковые цифры). Компьютер выдал 214 решений. Докажите, что программа работает неправильно.
5. Существует ли клетчатый многоугольник из 24 клеток, который можно разрезать и на 6 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Т», и на 6 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Г» (см. рисунок справа)? Фигурки можно поворачивать и переворачивать.   
6. Аня, Боря и Вова решили сыграть в следующую игру. В кучке лежат 2014 спичек. Аня и Боря имеют право брать 1, 2 или 3 спички, а Вова – 1, 2, 3, 4 или 5. При этом Аня и Боря объединяют свои усилия против Вовы, но Вова имеет право выбрать очередь своего хода – первый, второй или третий. Выигрывает тот, кто возьмёт последнюю спичку. Может ли Вова выбрать себе такую очередь, что при правильной игре выиграет именно он?
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НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

7 класс

1. Существуют ли такие целые числа a, b и c, что (a(1)(b(1)(c(1) = abc = (a+1)(b+1)(c+1)?
2. Как известно, 2014-й год – год Лошади, а такие года идут через 12 лет. Найдите какой-нибудь номер N года Лошади в третьем тысячелетии, когда жюри на олимпиаде сможет дать ребус, имеющий решение: 
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. (Разные русские буквы означают разные цифры, одинаковые русские буквы – одинаковые цифры.)

3. Назовём треугольник простым, если градусные меры всех его углов являются простыми числами. Существует ли простой треугольник, который  можно разрезать на два простых треугольника?

4. Докажите, что не существует клетчатого многоугольника из 28 клеток, который можно разрезать и на 7 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Т», и на 7 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Г» (см. рисунок справа). Фигурки можно поворачивать и переворачивать.  
5. На полях d1 и е8 шахматной доски стоят соответственно белый и чёрный ферзи, а на остальных полях – пешки. Двое игроков (Вова и Петя) ходят по очереди своими ферзями: первый (Вова) – белым, второй (Петя) – чёрным. Каждым своим ходом игрок обязан съедать какую-нибудь фигуру. Проигравшим считается тот, чей ферзь своим ходом ничего съесть не может или съеден противником. Кто выиграет при правильной игре?
6. Незнайка записал некоторые 8 цифр девятизначного числа, оставив один разряд для Винтика, который поставил туда некоторую цифру. После этого приходит Шпунтик и угадывает этот разряд. Как Винтику и Шпунтику заранее договориться, чтобы Шпунтик смог гарантированно угадать этот разряд?
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НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

7 класс

1. Существуют ли такие целые числа a, b и c, что (a(1)(b(1)(c(1) = abc = (a+1)(b+1)(c+1)?
2. Как известно, 2014-й год – год Лошади, а такие года идут через 12 лет. Найдите какой-нибудь номер N года Лошади в третьем тысячелетии, когда жюри на олимпиаде сможет дать ребус, имеющий решение: 
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. (Разные русские буквы означают разные цифры, одинаковые русские буквы – одинаковые цифры.)

3. Назовём треугольник простым, если градусные меры всех его углов являются простыми числами. Существует ли простой треугольник, который  можно разрезать на два простых треугольника?

4. Докажите, что не существует клетчатого многоугольника из 28 клеток, который можно разрезать и на 7 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Т», и на 7 четырёхклеточных фигурок вида буквы «Г» (см. рисунок справа). Фигурки можно поворачивать и переворачивать.    
5. На полях d1 и е8 шахматной доски стоят соответственно белый и чёрный ферзи, а на остальных полях – пешки. Двое игроков (Вова и Петя) ходят по очереди своими ферзями: первый (Вова) – белым, второй (Петя) – чёрным. Каждым своим ходом игрок обязан съедать какую-нибудь фигуру. Проигравшим считается тот, чей ферзь своим ходом ничего съесть не может или съеден противником. Кто выиграет при правильной игре?
6. Незнайка записал некоторые 8 цифр девятизначного числа, оставив один разряд для Винтика, который поставил туда некоторую цифру. После этого приходит Шпунтик и угадывает этот разряд. Как Винтику и Шпунтику заранее договориться, чтобы Шпунтик смог гарантированно угадать этот разряд?
Нижегородская (XII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

8 класс

1. Барон Мюнхгаузен утверждает, что написал сначала 8 целых чисел, потом все их увеличил на 1, потом все числа нового набора увеличил на 2, потом опять все числа третьего нового набора увеличил на 3, и так далее, а в конце все числа нового седьмого набора увеличил на 7, при этом каждый раз получал набор с произведением чисел, равным произведению чисел исходного набора. Мог ли барон оказаться прав?
2. На стороне АD  и диагонали BD квадрата ABCD построены равносторонние треугольники АDF (внутрь квадрата)  и BDE (накрывает точку С). Докажите, что треугольник СEF ( равнобедренный.

3. Графики различных функций y = ax + a  и y = bx + b пересекаются в единственной точке M. Оказалось, что график функции y = cx + d также проходит через точку M. Докажите, что c=d.

4. Незнайка записал некоторые 8 цифр девятизначного числа, оставив один разряд для Винтика, который поставил туда некоторую цифру. После этого приходит Шпунтик и угадывает этот разряд. Как Винтику и Шпунтику заранее договориться, чтобы Шпунтик смог гарантированно угадать этот разряд?
5. На сторонах треугольника АВС  во внешнюю сторону построены ромбы  ABDE, BCFG и CAHI. Докажите, что из отрезков EF, GH и ID можно составить треугольник.
6. По кругу по часовой стрелке выложены подряд 2014 карточек с числами 1, 2, 3, …, 2014. За один ход можно положить друг на друга две стопки (одна карточка тоже стопка), верхними числами в которых являются изначально соседние числа (2014 и 1 также изначально соседние). После 2013 ходов образуется одна общая стопка. Сколько существует возможных различных вариантов расположения карточек в такой стопке?
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НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

8 класс

1. Барон Мюнхгаузен утверждает, что написал сначала 8 целых чисел, потом все их увеличил на 1, потом все числа нового набора увеличил на 2, потом опять все числа третьего нового набора увеличил на 3, и так далее, а в конце все числа нового седьмого набора увеличил на 7, при этом каждый раз получал набор с произведением чисел, равным произведению чисел исходного набора. Мог ли барон оказаться прав?
2. На стороне АD  и диагонали BD квадрата ABCD построены равносторонние треугольники АDF (внутрь квадрата)  и BDE (накрывает точку С). Докажите, что треугольник СEF ( равнобедренный.

3. Графики различных функций y = ax + a  и y = bx + b пересекаются в единственной точке M. Оказалось, что график функции y = cx + d также проходит через точку M. Докажите, что c=d.

4. Незнайка записал некоторые 8 цифр девятизначного числа, оставив один разряд для Винтика, который поставил туда некоторую цифру. После этого приходит Шпунтик и угадывает этот разряд. Как Винтику и Шпунтику заранее договориться, чтобы Шпунтик смог гарантированно угадать этот разряд?
5. На сторонах треугольника АВС  во внешнюю сторону построены ромбы  ABDE, BCFG и CAHI. Докажите, что из отрезков EF, GH и ID можно составить треугольник.
6. По кругу по часовой стрелке выложены подряд 2014 карточек с числами 1, 2, 3, …, 2014. За один ход можно положить друг на друга две стопки (одна карточка тоже стопка), верхними числами в которых являются изначально соседние числа (2014 и 1 также изначально соседние). После 2013 ходов образуется одна общая стопка. Сколько существует возможных различных вариантов расположения карточек в такой стопке?
Нижегородская (XII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 23 ноября 2014 года 

9 класс

1. Существуют ли такие действительные числа x, y и z, что xyz=(x+1)(y+1)(z+1)=(x+2)(y+2)(z+2)?
2. Точка М ( середина боковой стороны CD равнобочной трапеции ABCD (AB=CD), диагонали которой перпендикулярны и пересекаются в точке Р. Биссектриса угла ВАС пересекает диагональ ВD и прямую МР соответственно в точках N и K. Докажите, что треугольник PNK  ( равнобедренный.
3. Найдите параболу y = (x2 + bx + c, которая касается параболы у=х2 в точке (1; 1) и имеет в точке касания с этой параболой общую касательную.

4. На доске 100(100 стоят 2014 шахматных фигур (не пешек), каждая из которых никого не бьёт. Какое наибольшее количество ладей может быть среди них?
5. Найдите углы параллелограмма ABCD, в котором центр О описанной окружности треугольника АВС является и центром вписанной окружности треугольника ADC.
6. Докажите, что среди любых 9 натуральных чисел, взаимно простых с 1001, найдутся два, сумма которых также будет взаимно проста с 1001.
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9 класс

1. Существуют ли такие действительные числа x, y и z, что xyz=(x+1)(y+1)(z+1)=(x+2)(y+2)(z+2)?
2. Точка М ( середина боковой стороны CD равнобочной трапеции ABCD (AB=CD), диагонали которой перпендикулярны и пересекаются в точке Р. Биссектриса угла ВАС пересекает диагональ ВD и прямую МР соответственно в точках N и K. Докажите, что треугольник PNK  ( равнобедренный.
3. Найдите параболу y = (x2 + bx + c, которая касается параболы у=х2 в точке (1; 1) и имеет в точке касания с этой параболой общую касательную.

4. На доске 100(100 стоят 2014 шахматных фигур (не пешек), каждая из которых никого не бьёт. Какое наибольшее количество ладей может быть среди них?
5. Найдите углы параллелограмма ABCD, в котором центр О описанной окружности треугольника АВС является и центром вписанной окружности треугольника ADC.
6. Докажите, что среди любых 9 натуральных чисел, взаимно простых с 1001, найдутся два, сумма которых также будет взаимно проста с 1001.
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10 класс

1. Найдите все функции f(x), определённые при всех действительных x, такие, что f(x)+f(1(x)=x2.
2. На сторонах АВ и CD квадрата ABCD отмечены середины М и N, а на сторонах ВС и DA ( точки К и Р соответственно так, что (КМР=(KNP=90(. Докажите, что К и Р – середины сторон квадрата.

3. План  города Квадратово представляет собой квадрат ABCD в виде сетки 8(8 кварталов (со стороной каждого квартала, равной 100 метрам). Серёжа в 15 часов вышел из школы в точке С в направлении автостанции А со скоростью 6 км/ч и успел прийти к автобусу, отправлявшемуся в 15.12. Идти он мог и по улицам (сторонам сетки, в том числе на границе сетки), и по дворам (диагоналям кварталов 1(1). Сколькими различными маршрутами мог пройти Серёжа?

4. Саша записал на доске 10 действительных чисел, затем он увеличил каждое число на k>0 и произведение всех чисел не изменилось. Он опять их все увеличил на k и снова произведение всех чисел не изменилось. Какое максимальное число таких операций может провести Саша, чтобы произведение не изменилось?
5. В треугольнике АВС (А=30(, О и I ( центры описанной и вписанной окружностей соответственно, К ( середина стороны АС. Докажите, что треугольник KIO не может быть правильным.
6. Докажите, что среди любых 33 натуральных чисел, взаимно простых с 323323, найдутся два, сумма которых также будет взаимно проста с 323323.
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10 класс

1. Найдите все функции f(x), определённые при всех действительных x, такие, что f(x)+f(1(x)=x2.
2. На сторонах АВ и CD квадрата ABCD отмечены середины М и N, а на сторонах ВС и DA ( точки К и Р соответственно так, что (КМР=(KNP=90(. Докажите, что К и Р – середины сторон квадрата.

3. План  города Квадратово представляет собой квадрат ABCD в виде сетки 8(8 кварталов (со стороной каждого квартала, равной 100 метрам). Серёжа в 15 часов вышел из школы в точке С в направлении автостанции А со скоростью 6 км/ч и успел прийти к автобусу, отправлявшемуся в 15.12. Идти он мог и по улицам (сторонам сетки, в том числе на границе сетки), и по дворам (диагоналям кварталов 1(1). Сколькими различными маршрутами мог пройти Серёжа?

4. Саша записал на доске 10 действительных чисел, затем он увеличил каждое число на k>0 и произведение всех чисел не изменилось. Он опять их все увеличил на k и снова произведение всех чисел не изменилось. Какое максимальное число таких операций может провести Саша, чтобы произведение не изменилось?
5. В треугольнике АВС (А=30(, О и I ( центры описанной и вписанной окружностей соответственно, К ( середина стороны АС. Докажите, что треугольник KIO не может быть правильным.
6. Докажите, что среди любых 33 натуральных чисел, взаимно простых с 323323, найдутся два, сумма которых также будет взаимно проста с 323323.
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11 класс

1. Найдите параболу y = (x2 + bx + c, которая касается параболы у=х2 и имеет с ней в точке касания общую касательную, параллельную прямой у=х.
2. На стороне АВ треугольника АВС во внешнюю сторону построен прямоугольный треугольник АВК с (А=90( и (К=((ВАС+(АВС)/2. Точка М (  середина гипотенузы ВК. Докажите, что прямая СМ проходит через центр I вписанной окружности треугольника АВС.

3. Чему равно наибольшее значение выражения (1+а1)(2+а2)…(n+an), где а1, а2, …, аn – перестановка натуральных чисел 1, 2, …, n?

4. Клетки доски n(n раскрашены в n цветов диагональной раскраской (числами от 1 до n как показано на рисунке справа). При каких натуральных n на доску можно поставить n не бьющих друг друга ладей так, чтобы они стояли на клетках разного цвета?
5. ABCD  ( выпуклый четырехугольник, в котором АВ=1, ВС=2, СD=3, DA=4. Какие значения может принимать (D?
6. Докажите, что для любого натурального n существуют n подряд идущих натуральных чисел, каждое из которых не равно произведению цифр никакого натурального числа.
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