Нижегородская (VII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, НФ ГУ-ВШЭ, 13 декабря 2009 года 

8 класс

1. Сколько трёхзначных чисел, делящихся на 3 и не содержащих в  своей десятичной записи тройки?
2. Дядька Черномор хочет показать своим богатырям-королевичам такую расстановку 33 королей на шахматной доске, что каждый король находится под защитой не более чем двух других королей (король защищает все соседние по стороне или вершине клетки). Есть ли у него такая возможность?
3. Точка K вне равностороннего треугольника АВС такова, что угол AKB=60(, а точки К и С лежат по разные стороны от прямой АВ. Докажите, что биссектриса угла AKB проходит через центр О треугольника АВС (центр треугольника – это точка пересечения медиан).
4. В квадрате 3(3 расставлены некоторым образом все целые числа от 1 до 9. Сначала подсчитали средние арифметические чисел в четырёх различных квадратах 2(2 (все они оказались целыми числами), а затем подсчитали среднее арифметическое полученных четырёх  чисел (оно также оказалось целым). Какое наибольшее значение могло принимать последнее подсчитанное число?
5. Найдите наименьшее натуральное число, квадрат которого оканчивается на 2009.
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9 класс

1. Найдите все квадратные трехчлены ax²+bx+c, у которых сумма коэффициентов равна 0, а график соответствующей квадратичной функции симметричен относительно оси ординат.
2. Во всех клетках таблицы 4(4 расставляются числа –1, 0 и 1. Какое наибольшее количество различных значений могут принимать 8 сумм чисел в строках и в столбцах?  

3. В равнобедренном треугольнике ABC  угол A равен 90(. D – точка пересечения биссектрисы угла A и окружности радиуса BC с центром в точке B. Найдите угол ОАВ, где О – центр описанной окружности треугольника ACD. 
4. Центр круга расположен в узле клетчатой сетки (сторона клетки равна 1). Какой наименьший радиус должен быть у круга, чтобы в накрытой им области можно было отметить 10 единичных отрезков (сторон клеток), не имеющих общих концов?
5. Среди цифр натурального числа ровно один ноль, а при его вычёркивании число уменьшается в 9 раз. Найдите все такие числа.  
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10 класс

1. Существует ли геометрическая прогрессия a, b, c такая, что квадратный трехчлен ax2+bx+c имеет действительные корни?
2. Расставьте в клетках таблицы 10(10 цифры так, чтобы в каждом столбце и в каждой строке встречались все цифры от 0 до 9, а в любом прямоугольнике 2(5 (и горизонтально, и вертикально размещённом) сумма цифр была одна и та же.

3. Найдите наименьшее натуральное число, квадрат которого оканчивается на 2009.

4. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС нашлись такие точки M и N, что BM=MN и BC=CN. Из точки А к окружности (1 (c центром М и радиусом МС) и к окружности (2 (с диаметром MN)  проведены касательные AK1 и AK2  соответственно (K1 и K2 – точки касания). Докажите, что AK1=AK2.

5. На полях a1, a2 и b1 шахматной доски стоят соответственно белая, чёрная и красная ладьи. Разрешается делать ходы по обычным правилам, однако после любого хода каждая ладья должна быть под защитой какой-нибудь другой ладьи (т.е. в одной  горизонтали или вертикали с другой ладьёй). Сколько ещё других (не считая исходной) расстановок этих ладей на шахматной доске можно получить?
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11 класс

1. Докажите, что существует бесконечно много арифметических прогрессий 1, b, c, таких, что квадратный трехчлен x2+bx+c имеет действительные корни.
2. В плоскости правильного n-угольника  А1А2…Аn отмечена точка К так, что биссектриса угла А1КА2 проходит через центр этого n-угольника. Покажите, что точка К необязательно лежит на серединном перпендикуляре к отрезку А1А2.
3. В клетках таблицы 3(3 расставлены положительные числа так, что каждое число в два раза меньше суммы всех чисел, находящихся в соседних с ним по стороне клетках. Верно ли, что среди этих 9 чисел можно выделить две группы по 4 числа с одинаковыми суммами?
4. Все углы при вершине S треугольной пирамиды SАВС равны 60(. Докажите, что полупериметр основания АВС больше наибольшего из рёбер SA, SB и SC.  
5. На олимпиаде школьники решали 6 задач. Оказалось, что никакие два из них не решили вместе всех задач, и каждую задачу решило ровно 100 школьников. При каком наименьшем числе школьников это возможно?
6. Существует ли натуральное число, которое, будучи записанным дважды подряд (в десятичной записи), даст точный квадрат?
