Нижегородская (II открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, 19 декабря 2004 года

8 класс.

1. Докажите, что  куб натурального числа не может оканчиваться на 2004.

2. Пару доминошек 1(2 назовём гармоничной, если они образуют квадрат 2(2. Существует ли разбиение доски 8(8 на доминошки, в котором ровно  одна гармоничная пара?
3. В стране 96 городов, из которых 24 – «областные», некоторые пары городов соединены между собой дорогами (но не более чем одной), причём любой путь по дорогам между двумя обычными городами, если он есть, проходит хотя бы через один «областной» город. Какое наибольшее количество дорог могло быть в этой стране? 

4. Внутри квадрата ABCD построен равносторонний треугольник ВСК. Прямые ВК и СD пересекаются в точке Р. Докажите, что отрезок, соединяющий середины отрезков KD и АР, равен половине стороны квадрата.

5. В ряд выписаны n попарно различных натуральных чисел так, что произведение любых двух соседних чисел является полным квадратом. Какое наименьшее значение может принимать наибольшее из этих чисел?
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9 класс.

1. Докажите, что если в параллелограмме сумма квадратов  двух смежных сторон равна произведению диагоналей, то это прямоугольник.

2. Пару доминошек 1(2 назовём гармоничной, если они образуют квадрат 2(2. Какое наибольшее количество гармоничных пар может образоваться при разбиении доски 8(8 на доминошки?
3. Точка М – середина стороны ВС равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС). Прямая, проходящая через М параллельно АС, пересекает в точке К не содержащую точки А дугу ВС описанной около треугольника АВС окружности. Доказать, что если АМ=АС, то МК=АС/2.

4. В Цветочном городе в министерстве реформ 1000000 отделов. В каждом отделе работает хотя бы один сотрудник и каждый малыш работает ровно в одном отделе. Каждый день министр Незнайка выбирает два самых маленьких по численности отдела и объединяет их в один отдел. Малыш Винтик участвовал ровно в 10 объединениях. Какое наименьшее число коллег может оказаться у Винтика после этих реформ?
5. Существуют ли два последовательных натуральных числа, каждое из которых представимо в виде суммы квадратов двух простых (не обязательно различных) чисел?

Нижегородская (II открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, 19 декабря 2004 года

10 класс.

1. Четырёхзначное число 
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 делится  на 99. Известно, что a2+c2=b2+d2. Докажите, что ac=bd.

2. Верно ли, что существует бесконечно много троек положительных чисел a, b, c  таких, что треугольник с такими сторонами  подобен треугольнику со сторонами a+1, b+2, c+3?

3. В некотором государстве 99 городов, некоторые пары городов соединены дорогами длиной в 1, 3 или 5 вёрст, причём от каждого города до каждого по этим дорогам можно добраться ровно одним способом. Из каждого города в каждый другой отправились гонцы с важным донесением. Докажите, что суммарное расстояние, пройденное гонцами, делится на 4. 

4. В прямоугольнике ABCD на стороне BC нашлась точка E (отличная от середины стороны BC) такая, что (MDE=(KAE (K лежит между B и E, M лежит между C и E) и LE(CB (где L ( точка пересечения прямых DM и AK). Докажите, что (EDA=(BAK.
5. Верно ли, что из любых 25 целочисленных точек общего положения в пространстве (т.е. никакие три не лежат на одной прямой) можно выбрать три, образующие треугольник, точка пересечения медиан которого тоже имеет целочисленные координаты?
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1. В пространстве расположены два единичных куба с общим центром. Доказать, что объем их пересечения больше ½.

2. В некотором государстве 99 городов, некоторые пары городов соединены дорогами длиной в 1, 3 или 5 вёрст, причём от каждого города до каждого по этим дорогам можно добраться ровно одним способом. Из каждого города в каждый другой отправились гонцы с важным донесением. Докажите, что суммарное расстояние, пройденное гонцами, делится на 4.

3. Прямая, параллельная диагонали BD и проходящая через Y – точку пересечения диагоналей AC и BE правильного пятиугольника ABCDE, пересекает сторону AB в точке X. Найдите (BCX. (Ответ привести в градусах)
4. Назовём натуральное число малым, если оно меньше числа-перевёртыша, получаемого из него перестановкой цифр в обратном порядке. Обозначим через М(n) количество малых n-значных чисел. Сколькими нулями оканчивается число М(n)?

5. Сумма неотрицательных чисел a, b, c равна 3. Докажите неравенство  a3b+b3c+c3a(3(ab+bc+ca(2).
6. В правильном 2n–угольнике проведены стороны и главные диагонали. За ход (если возможно) отмечается вершина так, чтобы никакие две  отмеченные вершины не были соединены отрезком. Мог ли  процесс окончиться ровно после 2004 ходов?
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