Нижегородская (VIII открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, НФ ГУ-ВШЭ, 12 декабря 2010 года 

8 класс

1. Винтик и Шпунтик в клетчатом квадрате 3(3 (каждый – в своём) закрасили клетчатый многоугольник. Затем они записали снизу от каждой вертикали и слева от каждой горизонтали числа, показывающие, сколько закрашенных клеток отмечено в соответствующем вертикальном или горизонтальном ряду, стёрли свои многоугольники и отдали Незнайке свои листки с квадратами и написанными на них числами. Незнайка увидел, что ему передали два абсолютно одинаковых листка, и сказал, что у Винтика и Шпунтика были одинаковые многоугольники. Покажите, что Незнайка мог ошибаться.
2. В ряд выписаны все натуральные числа от 1 до 2010 и в 2009 промежутках между ними расставляются произвольным образом знаки + и (. Какое наименьшее положительное значение может принимать полученное числовое выражение?
3. На каком наименьшем квадратном клетчатом поле можно расставить полный комплект кораблей для игры в «морской бой» (1 корабль 1(4, 2 корабля 1(3, 3 корабля 1(2 и 4 корабля 1(1)? Корабли не могут соприкасаться между собой ни сторонами, ни вершинами.  
4. В прямоугольном треугольнике АВС проведены трисектрисы  острых углов, причём AN и BK – дальние от гипотенузы АВ  трисектрисы, а две ближние к гипотенузе трисектрисы пересекаются в точке P (трисектрисы делят угол на три равные части, точки N  и K лежат на сторонах треугольника). Докажите, что треугольник PNK – равносторонний.

5. В клетки таблицы 2010(2010 по своему усмотрению по одному ставят в некотором порядке все натуральные числа от 1 до 4040100=20102, причём запрещается допускать ситуацию, когда в какой-нибудь строке или в каком-нибудь столбце сумма выставленных на данный момент чисел даёт остаток 1 при делении на 3. Какое наибольшее количество чисел можно поставить по этому правилу?
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9 класс

1. В ряд выписаны все натуральные числа от 1 до 11 и в 10 промежутках между ними расставляются произвольным образом знаки + и (. Какое наименьшее положительное значение может принимать полученное числовое выражение?

2. Для положительных a и b выполняется равенство  
[image: image1.wmf].
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 Докажите, что a=b=1.

3. Перед двумя игроками открыто (числами вверх) лежит полный комплект из 28 доминошек (0-0, 0-1, 0-2, …, 5-6, 6-6). Игроки по очереди за один ход берут по одной доминошке и на своё усмотрение составляют из чисел этой доминошки квадратное уравнение x2+ax+b=0, где a и  b  ( числа взятой доминошки. По окончании игры подводится итог по следующему правилу: если больше половины из 28 получившихся уравнений не имеют действительных корней, то выиграл первый; если больше половины уравнений имеют корни, то выиграл второй; если таких уравнений поровну, то ( ничья. Кто из игроков выигрывает при правильной игре?

4. На стороне ВС равностороннего треугольника АВС отмечена точка D. O1  и О2 – соответственно центры описанных около треугольников ABD  и ACD окружностей, а I1 и I2 – соответственно центры вписанных в эти же треугольники окружностей. Докажите, что O1I2=O2I1.

5. На шахматной доске стоят 64 ладьи, по 2 штуки каждого из 32-х цветов. Докажите, что всегда можно убрать 56 ладей и оставить на доске ровно 8 ладей 8-ми различных цветов так, чтобы ладьи не били друг друга.
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1. Верно ли, что если [[a+b]+c]=a+b+c, то все три числа a, b  и c – целые? ([x] – целая часть числа x – наибольшее целое число, не превосходящее x)
2. При каких значениях параметра p система неравенств 
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 имеет единственное решение?

3. В виде суммы какого наименьшего количества точных квадратов можно представить число 2010?

4. ABCD – параллелограмм с (A=60(,  BDE – равносторонний треугольник, причём точки C и E лежат по одну сторону от прямой BD. Докажите, что треугольник AСE – равнобедренный.
5. На каком наименьшем квадратном клетчатом поле можно расставить полный комплект кораблей для игры в «морской бой» (1 корабль 1(4, 2 корабля 1(3, 3 корабля 1(2 и 4 корабля 1(1), если корабли могут соприкасаться между собой только вершинами и не могут соприкасаться сторонами?  
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1. При каких значениях параметра a уравнение x2+y2+z2+t2+a=x+y+z+t имеет единственное решение?
2. В ряд выписаны все натуральные числа от 1 до 11 и в 10 промежутках между ними расставляются произвольным образом знаки + и (. Какое наименьшее положительное значение может принимать полученное числовое выражение?
3. Докажите, что в любом натуральном числе, не меньшем 1000 и не делящемся на 3, можно зачеркнуть несколько (возможно одну) цифр так, что оставшееся число будет меньше 1000 и разделится на 3.

4. Какие значения может принимать двугранный угол ( при основании правильной треугольной пирамиды, если уравнение x2+x(sin(+cos(=0 имеет действительные корни?
5. ABCD – вписанный четырёхугольник, у которого (АВС=120( и АВ+ВС=BD. Найдите (ACD, если известно что (ВАС=(.
6. Про действительные числа a, b  и c  известно, что a2+b=b2+c=c2+a. Верно ли, что все эти три числа равны между собой?  
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