Нижегородская (IV открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, НФ ГУ Высшая Школа Экономики, 17 декабря 2006 года

8 класс

1. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут)  состоялась конференция, на которой 100 человек расселись за 10 многоугольными столами (необязательно одинаковыми) так, что с каждой стороны каждого стола сел ровно 1 человек. Каждый рыцарь заявил, что за его столом есть ещё рыцарь, а каждый лжец заявил, что за его столом все - лжецы. Какое наибольшее количество лжецов могло участвовать в конференции? 
2. В однокруговом футбольном турнире (каждая команда с каждой сыграла ровно по одному матчу) участвовало 7 команд. По итогам турнира оказалось, что команды, занявшие призовые места, набрали ровно половину всех очков. Могло ли по итогам турнира оказаться ровно 6 ничьих? (за победу даётся 3 очка, за ничью - 1, за поражение - 0) 
	
	
	

	
	
	

	
	
	


3. Можно ли из квадрата 77  вырезать по линиям сетки 8 пятиклеточных букв "Т" (см. рис.)? (Буквы "Т" можно поворачивать) 
4. Дана прямоугольная трапеция ABCD с прямыми углами A и D (AB>CD). Известно, что биссектриса угла ABC пересекает AD в середине. Докажите, что BC=AB+CD. 
5. На столе лежат 2006 карточек с целыми числами от 1 до 2006 (каждое число  встречается по одному разу). Два игрока по очереди берут себе по одной карточке. Если после того, как все карточки будут разобраны, сумма чисел на карточках первого игрока будет делиться нацело на 3, то победителем считается первый игрок, иначе победителем считается второй игрок. Кто выиграет при правильной игре? 

9 класс

1. Иной конь, в отличие от обыкновенного шахматного коня, кроме обычных ходов, может за один ход уйти в сумрак – переместиться на ту же клетку доски с обратной стороны (лицевая и «изнаночная» клетки считаются разными). Может ли иной конь обойти доску 5x5, побывав в каждой клетке (как на лицевой, так и на сумеречной стороне) по одному разу и вернуться в исходную клетку? 

2. Докажите неравенство abc+2a+b+c для положительных чисел a, b, c, не превосходящих 1. 
3. Имеются 9 карточек, на которых написаны числа: -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди берут одну из карточек и кладут её в одну из двух кучек (любую). Выигрывает тот, после чьего хода в одной из кучек найдутся три карточки с  нулевой суммой чисел на них. Кто выиграет при правильной игре? 

4. В выпуклом шестиугольнике ABCDEF малые диагонали равны между собой, а также главные диагонали равны между собой. Докажите, что  шестиугольник ABCDEF – вписанный. 
5. Существует ли натуральное число, сумма цифр произведения которого на любое натуральное число нечётна? 
10 класс

1. По кругу по порядку расположены все натуральные числа от 1 до 2006. Разрешается вычитать из двух соседних чисел число, не превосходящее меньшего из них. Могут ли в результате этих действий получиться одни нули? 

2. Найдите наибольшее натуральное число, в десятичной записи которого все цифры различны и сумма любых двух из них является составным числом. 
3. В треугольнике ABC с B=60º проведены биссектрисы AM и CN. На лучах AC и CA отмечены точки K и L такие, что AK=AB и CL=CB. Докажите, что KN=ML. 
4. Доказать, что многоугольник, вершины которого расположены в узлах целочисленной решётки, а длины сторон – целые числа, имеет чётный периметр. 

5. а, b и с – положительные числа, произведение которых равно 1. Докажите неравенство: 
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11 класс

1. Произведение трёх натуральных чисел равно 72000. Какое наименьшее значение может принимать их НОК – наименьшее общее кратное? 

2. Решите ребус 
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. (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры) 
3. В треугольнике ABC с B=60º проведены биссектрисы AM и CN. На лучах AC и CA отмечены точки K и L такие, что AK=AB и CL=CB. Докажите, что KN=ML. 
4. Число 200612 записано в системе счисления с основанием 2005. Найдите сумму цифр этой записи. 
5. В турнире участвуют 60 шахматистов из 9 стран. Главный судья утверждает, что для того, чтобы любые два шахматиста из разных стран сыграли между собой, нужно провести менее 1600 партий. Прав ли он? 

6. 
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 - действительные числа. Какое наибольшее количество различных действительных корней может иметь многочлен 
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