Нижегородская (XI открытая) городская математическая олимпиада школьников
НИУ Высшая Школа Экономики – Нижний Новгород, 24 ноября 2013 года

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ
8 класс
1. Год проведения нынешней открытой городской олимпиады делится на её номер: 2013:11=183. Каким будет год последней олимпиады (если она и дальше будет проводиться ежегодно), для номера которой это свойство тоже будет выполнено?
2. На окружности с центром Р и радиусом R отмечены точки О1, О2 и О3, которые являются центрами трёх окружностей радиуса R. Эти три окружности, кроме точки Р,  пересекаются ещё второй раз между собой соответственно в точках А (первая и вторая окружности), В (вторая и третья окружности) и С (третья и первая окружности). Докажите, что ВС=О1О2. 
[image: город2013]3.  Разрежьте клетчатую фигуру, представленную на рисунке, на две равные части двумя разными способами. 

4. Докажите для  любых действительных чисел a0  и b неравенство: . 

5. В треугольнике ABC B=60°. На сторонах AB и BC нашлись такие точки P и Q соответственно, что AP=CQ и AP+PQ=AC. Докажите, что треугольник ABC – равносторонний.
6. В вершинах квадрата расставлены произвольным образом 4 различных натуральных числа. На каждой стороне и диагонали квадрата записывают числа, равные НОДу (наибольшему общему делителю) чисел, стоящих в концах соответствующего отрезка. Могло ли оказаться так, что сумма четырёх чисел в вершинах равна сумме шести чисел на сторонах и диагоналях? 
9 класс


1.  На доске выписаны все натуральные делители некоторого точного квадрата n2 по возрастанию . Докажите, что сумма   не может равняться 2013. 
2. Некоторая окружность, центр которой совпадает с центром вписанной в треугольник окружности, пересекает каждую сторону треугольника в двух различных точках. Докажите, что она высекает на всех трёх сторонах равные отрезки. 
3. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут) за круглым столом собралась компания из 2013 человек. Каждый заявил, что среди половины остальных, сидящей от него справа, лжецов столько же, сколько рыцарей среди половины остальных, сидящей от него слева. Сколько могло быть рыцарей за столом? 

4. Сколько существует решений ребуса ? (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры.) 
[image: Боря-Вова1]5. Боря и Вова играют в следующую игру на изначально белой доске 88. Боря ходит первым и каждым своим ходом закрашивает в чёрный цвет любые четыре белые клетки. После каждого его хода Вова закрашивает полностью в белый цвет какой-нибудь ряд (строку или столбец). Боря стремится закрасить как можно больше клеток, а Вова стремится ему помешать. Какое наибольшее количество чёрных клеток может оказаться на доске после хода Бори? 
6. ABCDEFGH  правильный восьмиугольник. M, N, K  середины отрезков AC, DE и АF соответственно. Докажите, что отрезки MN и CK равны и  перпендикулярны. 

10 класс
1. Докажите, что НОК (наименьшее общее кратное) четырёх натуральных чисел a, b, c  и d  не может равняться ab+cd. 
2. Правильный 2013-угольник разрезают на треугольники вдоль не пересекающихся внутри него диагоналей (такое разрезание называется триангуляцией). Существует ли триангуляция, содержащая прямоугольный треугольник?  
3. Найдутся ли три различных действительных числа таких, что при любой расстановке их в качестве трёх коэффициентов у уравнения ax2+bx+c=0 есть корень, причём любой корень является целочисленным?
4. Пусть a, b, c, d, e – различные натуральные числа. Докажите, что 288  наибольшее натуральное число, на которое гарантированно делится произведение всех попарных разностей (a–b)(a–c)(a–d)(a–e)(b–c)(b–d)(b–e)(c–d)(c–e)(d–e).
5. Точки М и Н – соответственно точка пересечения медиан и ортоцентр треугольника АВС, в котором углы А и В равны соответственно 30 и 45. Докажите, что МН=2МС. 
6. Боря и Вова играют в следующую игру на изначально белой доске 1616. Боря ходит первым и каждым своим ходом закрашивает в чёрный цвет любые k белых клеток. После каждого его хода Вова закрашивает полностью в белый цвет какой-нибудь ряд (строку или столбец). Боря выиграет, если после некоторого его хода более половины клеток будут чёрными. При каком наименьшем  k  Боря может выиграть независимо от игры Вовы? 
11 класс 
1. Найдите все пары квадратных трехчленов ax2+bx+c и bx2+cx+a, каждый из которых имеет ровно один действительный корень.  
[bookmark: _GoBack]2. Точки М и О – соответственно точка пересечения медиан и центр описанной окружности треугольника АВС, в котором углы А и В равны соответственно 30 и 45. Докажите, что МО=МС.
 

3. Действительные числа  x, y  и  z  таковы, что . Верно ли, что x=y=z? 
4. Существует ли 2013-значное число вида 22…200…011…133…3, которое делится на 2013? 
5. Прямая, проходящая через центр О сферы, описанной около правильной треугольной пирамиды SАВС со стороной основания, равной 1, пересекает сферу в точках D и  М соответственно. Точки K, L, N, P, E, F  середины отрезков BD, DC, CM, MA, KN и  LP соответственно. Докажите, что длина отрезка EF  не зависит от положения прямой DM и найдите его длину. 
6. На клетчатой доске закрасили несколько клеток в красный цвет так, что каждая красная клетка соседствует (по стороне или вершине) хотя бы с тремя красными клетками. После этого для каждой пары соседних красных клеток отметили стрелкой направление хода королём, а в обратную сторону ходить запретили. Оказалось, что король с любой красной клетки может пройти на любую другую красную клетку по стрелкам. Докажите, что вместо одной из стрелок можно поставить знак запрета хода так, чтобы король по-прежнему смог с любой красной клетки пройти на любую другую красную клетку по стрелкам. 
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