Нижегородская (IX открытая) городская математическая олимпиада школьников
НИУ Высшая школа экономики – Нижний Новгород, 11 декабря 2011 года
8 класс


1. Вася, когда едет на автобусе, любит играть в игру «100», т.е. из шестизначного номера  выданного ему билета составляет  числовое выражение, равное 100. При этом можно использовать знаки «+», «», «:», «» и скобки, но переставлять цифры местами нельзя. Однажды он получил билет вида (разные буквы  разные цифры, одинаковые буквы – одинаковые цифры) и сразу составил сотню двумя разными способами: . Какой номер мог быть у него? Предложите также ещё один способ создания 100 из этого номера. 

2. Василиса Премудрая решила проверить уровень образования Ивана-царевича и задала ему следующую задачу: «На столе лежат числами вверх 9 карточек с числами  и сундук с приданым, с 10!=123…10 жемчужинами. Можно взять любую карточку и забрать из сундука часть жемчужин, равную написанному на этой карточке числу. Затем можно взять любую оставшуюся на столе карточку и забрать соответствующую часть оставшегося жемчуга из сундука. И сделать так все 9 раз. Как надо действовать, чтобы забрать из сундука максимально возможное количество жемчужин?» Как же надо действовать?  
3. Какое наибольшее количество различных простых чисел можно выписать в ряд так, чтобы сумма любых четырёх подряд идущих чисел также оказалась простым числом? 
4. На шахматную доску по очереди выставляются ладьи так, что каждая нечётная по очереди выставленная ладья никого не бьёт, а каждая чётная по очереди выставленная ладья бьёт ровно 1 выставленную ранее ладью. Какое наибольшее количество ладей можно поставить на доску по этим правилам? 
5. Н – ортоцентр (точка пересечения высот) остроугольного треугольника АВС, в котором  АН=ВС=a. Найдите площадь четырёхугольника ABHC.
9 класс
1.Можно ли на шахматную доску выставить по очереди в некотором порядке 5 главных шахматных фигур (ладью, коня, слона, ферзя и короля) так, чтобы каждая фигура в момент постановки на доску била все выставленные до неё фигуры? 
2. Докажите, что у многочлена Р(x)=x2011+2x2010+4x2009+8x2008+…+22010x+22011 есть хотя бы один целочисленный корень.
3. В прямоугольном треугольнике ABC (C=90°) A1 – точка касания вписанной окружности (с центром I) со стороной BC. Прямая, проходящая через A1 параллельно медиане AM, пересекает AC в точке N. Оказалось, что NI || AB. Найдите остальные углы ∆ABC. 
4. Найдите все пары взаимно простых натуральных чисел a и b, удовлетворяющих равенству (a+b)2=a3+b.
5. Пусть Тk   максимальное количество несоприкасающихся между собой кораблей 13 на поле kk. Докажите, что Т2n=Т2n1 при любом натуральном n.
10 класс
1. Найдите все квадратные трехчлены ax2+bx+c, корнями которых будут действительные числа a и c. 
2. Можно ли из квадрата со стороной 3 вырезать многоугольник площади 6, которым можно полностью без наложений и пустот обернуть единичный куб?
3. В треугольнике АВС с В=30 на средней линии, параллельной стороне АС, взята произвольным образом точка К. Докажите, что КВ<АС.
4. Сколько существует различных представлений числа 63000 в виде суммы нескольких (не менее двух) подряд идущих (по возрастанию) целых чисел?  

5. Докажите, что система из 3-х уравнений с 9-ю неизвестными  имеет решения в действительных числах. 
11 класс
1. Какая из сумм больше и на сколько:  S(sin) = sin 1 + sin 2 +  sin 3 + … + sin 90 или S(cos) = cos 1 + cos 2 +  cos 3 + … + cos 90? 

2. Василиса Премудрая решила проверить уровень образования Ивана-царевича и задала ему следующую задачу: «На столе лежат числами вверх 9 карточек с числами  и сундук с приданым, с 10!=123…10 жемчужинами. Можно взять любую карточку и забрать из сундука часть жемчужин, равную написанному на этой карточке числу. Затем можно взять любую оставшуюся на столе карточку и забрать соответствующую часть оставшегося жемчуга из сундука. И сделать так все 9 раз. Как надо действовать, чтобы забрать из сундука максимально возможное количество жемчужин?» Как же надо действовать?  
3. Какое наибольшее количество точек пересечения может быть у графиков трёх функций y=ax2+bx+c, y=bx2+cx+a и y=cx2+ax+b, где a, b и с   попарно различные целые числа?
4. На шахматную доску по очереди выставляются ладьи так, что вторая ладья бьёт ровно 1 выставленную ладью, третья – 2 выставленные ладьи, четвёртая – 0 ладей, пятая – 1, шестая – 2, и т.д. (каждые три следующие выставляемые по очереди ладьи бьют соответственно 0, 1 и 2 выставленные ладьи). Какое наибольшее количество ладей можно поставить на доску по этим правилам?
5. Сколько существует 2011-значных чисел, делящихся на 2011? 
6. В прямоугольнике ABCD (АD=a, AB=b) на диагонали АС взята произвольная точка Р. Пусть МЕР и PNК – равносторонние треугольники, где М и К – середины сторон АВ и CD соответственно, точки А и Е лежат по разные стороны от прямой МP, а точки C и N лежат по разные стороны от прямой КP. Докажите, что длина отрезка, соединяющего центры треугольников МЕР и PNК, не зависит от положения точки Р и найдите длину этого отрезка.
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