Нижегородская (IV открытая) городская  математическая олимпиада школьников
г. Нижний Новгород, НФ ГУ Высшая Школа Экономики, 17 декабря 2006 года
8 класс
1. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут)  состоялась конференция, на которой 100 человек расселись за 10 многоугольными столами (необязательно одинаковыми) так, что с каждой стороны каждого стола сел ровно 1 человек. Каждый рыцарь заявил, что за его столом есть ещё рыцарь, а каждый лжец заявил, что за его столом все - лжецы. Какое наибольшее количество лжецов могло участвовать в конференции? 
2. В однокруговом футбольном турнире (каждая команда с каждой сыграла ровно по одному матчу) участвовало 7 команд. По итогам турнира оказалось, что команды, занявшие призовые места, набрали ровно половину всех очков. Могло ли по итогам турнира оказаться ровно 6 ничьих? (за победу даётся 3 очка, за ничью - 1, за поражение - 0) 
	
	
	

	
	
	

	
	
	


3. Можно ли из квадрата 77  вырезать по линиям сетки 8 пятиклеточных букв "Т" (см. рис.)? (Буквы "Т" можно поворачивать) 
4. Дана прямоугольная трапеция ABCD с прямыми углами A и D (AB>CD). Известно, что биссектриса угла ABC пересекает AD в середине. Докажите, что BC=AB+CD. 
5. На столе лежат 2006 карточек с целыми числами от 1 до 2006 (каждое число  встречается по одному разу). Два игрока по очереди берут себе по одной карточке. Если после того, как все карточки будут разобраны, сумма чисел на карточках первого игрока будет делиться нацело на 3, то победителем считается первый игрок, иначе победителем считается второй игрок. Кто выиграет при правильной игре? 
9 класс
1. Иной конь, в отличие от обыкновенного шахматного коня, кроме обычных ходов, может за один ход уйти в сумрак – переместиться на ту же клетку доски с обратной стороны (лицевая и «изнаночная» клетки считаются разными). Может ли иной конь обойти доску 5x5, побывав в каждой клетке (как на лицевой, так и на сумеречной стороне) по одному разу и вернуться в исходную клетку? (А.Рипатти, 11 кл., шк. 93, г.Уфа)
Решение: Может, сделав нужные ровно 50 ходов. Для этого пройдёт, например, по одной стороне доски за 24 хода так, как показано на рисунке, от клетки 1 до клетки 25, затем в центральной клетке он может уйти в сумрак, пройдя в обратном порядке по другой стороне доски и вынырнув из сумрака в клетке с номером 1.
Комментарий: см. также книгу Гика «Математика на шахматной доске» и про маршруты коня, и про другие математические задачи с шахматными фигурами.
2. Докажите неравенство abc+2a+b+c для положительных чисел a, b, c, не превосходящих 1. Решение 1:  Сделаем замену переменных a=1-x, b=1-y, c=1-z (где x, y, z – неотрицательные числа, не превосходящие 1) и преобразуем наше неравенство. Оно сведётся к верному неравенству xy+yz+zx-xyz=xy(1-z)+yz+zx0.
Решение 2:  abc+2–a–b–c=(1–ab–c+abc)+(1–a–b+ab)=(1–ab)(1–c)+(1–a)(1–b)0. Значит, требуемое неравенство верно.

3. Имеются 9 карточек, на которых написаны числа: -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди берут одну из карточек и кладут её в одну из двух кучек (любую). Выигрывает тот, после чьего хода в одной из кучек найдутся три карточки с  нулевой суммой чисел на них. Кто выиграет при правильной игре? 
4. В выпуклом шестиугольнике ABCDEF малые диагонали равны между собой, а также главные диагонали равны между собой. Докажите, что  шестиугольник ABCDEF – вписанный. 
5. Существует ли натуральное число, сумма цифр произведения которого на любое натуральное число нечётна? 
10 класс
1. По кругу по порядку расположены все натуральные числа от 1 до 2006. Разрешается вычитать из двух соседних чисел число, не превосходящее меньшего из них. Могут ли в результате этих действий получиться одни нули? (Д.Огнева, 9 кл., лицей №15, г.Саров)
Ответ:   нет. Решение:  Заметим, что на каждом шаге сумма чисел, стоящих на нечётных местах (S1), и сумма чисел, стоящих на чётных местах (S2),  изменяются на одно и то же число. Значит, S2–S1 будет неизменной величиной (инвариантом) и всегда будет равна 1003. А тогда обе эти суммы одновременно стать равными 0 не могут, следовательно, и все числа стать равными 0 не могут.
2. Найдите наибольшее натуральное число, в десятичной записи которого все цифры различны и сумма любых двух из них является составным числом. (А.Шмелёв, 2 курс, ННГУ)
Ответ:     97531. Решение: Разобьём цифры на пары следующим образом: (9;8), (7;6), (5;2), (4;3), (1;0). Сумма чисел в паре не является составным числом, поэтому в искомом числе присутствует не более одной цифры из каждой пары. Значит, искомое число содержит не более 5 знаков и не превосходит 97541. Поскольку 4+7=11, то искомое число не превосходит 97531.
[image: ]3. В треугольнике ABC с B=60º проведены биссектрисы AM и CN. На лучах AC и CA отмечены точки K и L такие, что AK=AB и CL=CB. Докажите, что KN=ML. (В.Шмаров, 11 кл., лицей №15, г.Саров)

Решение: Пусть I – точка пересечения биссектрис треугольника АВС, тогда из симметрии относительно прямой AI следует, что KI=BI и AKI=ABI=30. Аналогично, из симметрии относительно прямой CI следует, что LI=BI  и CLI=CBI=30. Тогда треугольник LIK – равнобедренный с LIK=120.   Кроме того, MIN=120, т.к. . Следовательно,  точки B, M, I, N лежат на одной окружности, но BI – биссектриса MBN, поэтому MI=NI. При повороте на 120º относительно точки I точка N перейдёт в точку M, а K – в L, поэтому KN=ML, что и требовалось доказать.
4. Доказать, что многоугольник, вершины которого расположены в узлах целочисленной решётки, а длины сторон – целые числа, имеет чётный периметр. (А.Шмелёв, 2 курс, ННГУ)



Решение: Пусть А1А2…Аn - многоугольник с указанными свойствами, а вектора сторон многоугольника равны , причём An+1=A1. Тогда x1+x2+…+xn=0 и y1+y2+…+yn=0 , т.е. x1+x2+…+xn+ y1+y2+…+yn=0. Поскольку  - целые числа, то .  

Тогда , ч.т.д.

5. а, b и с – положительные числа, произведение которых равно 1. Докажите неравенство: . (В.Шмаров, 11 кл., лицей №15, г.Саров)

Решение 1: По неравенству Коши , складываем это неравенство с аналогичными для b и с, тогда получим нужное нам.
Решение 2: Заметим, что многочлен Р(x)=2x3–3x2+1=(x-1)2(2x+1)  будет неотрицательным при всех x–1/2. Тогда P(a)+P(b)+P(c)0 и при неотрицательных a, b и c. Очевидным преобразованием, перенеся все слагаемые с квадратами в одну часть и разделив неравенство на 3, получим нужное нам неравенство, которое оказывается верным при всех числах не меньших (–1/2).

11 класс
1. Произведение трёх натуральных чисел равно 72000. Какое наименьшее значение может принимать их НОК – наименьшее общее кратное? Ответ: 60. Решение: Рассмотрим разложение на простые множители произведения этих трёх чисел 72000=263253. Т.к. НОК должен содержать в своём разложении на простые множители каждый простой делитель в наибольшей из степеней, присутствующих в разложениях каждого их трёх чисел, то в НОКе степень двойки должна быть не меньше 6:3=2, а степени тройки и пятёрки – не меньше 1, т.е. НОК2235=60. В качестве примера таких трёх чисел с НОК=60 возьмём числа 60=2235, 60 и 20=225.




2. Решите ребус . (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры) Решение: Если среди цифр Л, О, Ж, Ь есть 0, то функция логарифма не определена. Если есть 0 среди П, Р, А, В, Д, то тогда  1. Но при различных целых Л, О, Ж, Ь   это не выполняется. Тогда все 9 цифр - ненулевые, попарно различные и получаем, что:  

противоречие.  Комментарий: получаем, что «ЛОЖЬ ОТ ЛЖИ НЕ ЕСТЬ ПРАВДА»
3. В треугольнике ABC с B=60º проведены биссектрисы AM и CN. На лучах AC и CA отмечены точки K и L такие, что AK=AB и CL=CB. Докажите, что KN=ML. 
4. Число 200612 записано в системе счисления с основанием 2005. Найдите сумму цифр этой записи. 
5. В турнире участвуют 60 шахматистов из 9 стран. Главный судья утверждает, что для того, чтобы любые два шахматиста из разных стран сыграли между собой, нужно провести менее 1600 партий. Прав ли он? 


6.  - действительные числа. Какое наибольшее количество различных действительных корней может иметь многочлен ? 
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