Нижегородская (I открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, 21 декабря 2003 года.
8 класс.

1. Петя написал на доске несколько целых чисел. Вася подписал под каждым Петиным числом его квадрат. После чего Маша сложила все числа, написанные на доске, и получила 2003.  Докажите, что кто-то из детей ошибся.  

Решение: Предположим, что никто из детей не ошибся. Если Петя написал числа x1, x2, …, xn, то Вася должен был написать числа x12, x22, …, xn2. Тогда Маша должна была посчитать сумму S=x1+x2+…+xn+x12+x22+…+xn2 = (x1+x12) + (x2+x22) +…+(xn+xn2). Но заметим, что в каждой скобке сумма чётная, т.к. x+x2=x(x+1) – чётное. Значит, S – сумма чётных чисел, т.е. число чётное и не может равняться 2003. (О.К. Подлипский)
2. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы – лгут) 2003 островитянина встали в круг и каждый заявил, что оба его соседа – лжецы. Сколько в кругу рыцарей? 
Ответ: возможное количество рыцарей  –  любое натуральное число от 668 до 1001 включительно. Решение: Из утверждения рыцаря следует, что оба его соседа – лжецы, а из утверждения лжеца следует, что среди его соседей есть хотя бы один рыцарь. Таким образом, в кругу происходит чередование групп из одного рыцаря и групп из 1 или 2 лжецов. Пусть в кругу N рыцарей. Тогда будет и N групп (из подряд стоящих) лжецов, а в них – от N до 2N лжецов. Получается, что количество островитян (рыцарей и лжецов) в круге – от 2N до 3N. Решим получившееся неравенство 2N(2003(3N, из которого находим, что 2003/3(N(2003/2. А с учётом натуральности числа N имеем: 668(N(1001. Причём для каждого из этих вариантов есть соответствующая расстановка, при которой в промежутках между N рыцарями находятся N групп лжецов, при этом в 2003–2N группах – по 2 лжеца, а в N–(2003–2N)=3N–2003 группах – по 1 лжецу (в результате всего 2(2003–2N)+(3N–2003)=2003–N лжецов). (Д.Ю.Кузнецов)
3. Найдите углы равнобедренного треугольника АВС, если известно, что сумма углов АВВ1 и ВАА1 равна 60(, где А1 и В1 – середины сторон ВС и АС соответственно. 
Ответ: все углы по 60(. Решение: Проведём третью медиану СС1, а точку пересечения медиан обозначим через М. Тогда из (АВМ следует, что (АМВ=120(. В равнобедренном треугольнике среди углов АМВ, ВМС и СМА есть два одинаковых, но один из этих углов (120() нам уже известен, поэтому в любом из случаев равнобедренности ( 1). либо есть угол, равный (АМВ, но тогда третий из этих углов также равен 120(=360(–2(120(.; 2). либо  (ВМС=(СМА=(360(–120()/2=120() получаем, что эти все три угла равны 120(. Тогда (ВМА1=180(– 60(, а МА1 в результате является и биссектрисой, и медианой (ВМС, а значит, и высотой. Как следствие, АА1 – медиана и высота (АВС. Аналогично, ВВ1 и СС1 – медианы и высоты. Тогда, (АВС – равносторонний и все его углы равны  60(. (Д.Ю.Кузнецов)
4. Можно ли во всех клетках бесконечной клетчатой плоскости расставить по одному все целые числа (каждое целое число – ровно в одной клетке) так, чтобы у каждого числа все четыре соседние (по стороне) числа были либо только больше, либо только меньше его? 
Ответ: можно. Решение: Одним из примеров расстановки чисел может быть следующий. Раскрасим плоскость в шахматном порядке и расставим в белых клетках неотрицательные целые числа, а в чёрных клетках – отрицательные целые числа. Для этого, в какой-нибудь белой клетке поставим 0, а затем по очереди «по спирали» по часовой стрелке в белых клетках будем ставить по возрастанию все положительные целые числа, а в чёрных – по убыванию все отрицательные целые числа. Т.о. в каждой клетке будет целое число и все целые числа будут поставлены. При этом соседями неотрицательных чисел будут отрицательные (т.е. меньшие числа), а соседями отрицательных будут неотрицательные  (т.е. большие числа). На рисунке указана расстановка чисел в центральной части этой плоскости. (С.Г.Волчёнков, Д.Ю.Кузнецов)
5. В некоторой компании 100 акционеров, причём любые 66 из них владеют не менее, чем 50% акций компании. Каким наибольшим процентом всех акций может владеть один акционер?  
Ответ: 25%. Решение: Пусть Х – акционер, владеющий наибольшим процентом акций (х%). Разобьём остальных  99 акционеров на три группы А, В и С по 33 акционера. Пусть они владеют соответственно a, b, и c процентами акций. Тогда 2(100–x) = 2(a+b+c) = (a+b)+(b+c)+(c+a) ( 50+50+50, т.е. х(25. Приведём соответствующий пример распределения акций. Если каждый из 99 акционеров, кроме Х, владеет 75/99 % акций, то любые 66 из них без Х владеют ровно 50%, а любые 66, включая Х, владеют более 50%, при этом у Х – ровно 25% акций. (Н.Х.Агаханов)
9 класс.

1. Выложите полный комплект из 28 доминошек (0-0, 0-1, 0-2, …, 0-6, 1-1, 1-2, …, 5-5, 5-6, 6-6) в виде какого-нибудь прямоугольника (внутри прямоугольника не должно быть пустот) так, чтобы и во всех строках были равные суммы цифр, и во всех столбцах были равные суммы цифр. 
Решение: Существует достаточно много разных примеров, но один из самых простых для прямоугольника 2(28 строится исходя из следующих соображений. Так как каждая цифра встречается 8 раз, то в каждой строке поставим по 4 цифры каждого вида, тогда суммы цифр по строкам станут равны. А для равенства сумм цифр по столбцам разобьём их на пары с равной суммой 0-6, 1-5, 2-4, 3-3. Осталось теперь только выложить нужным образом весь комплект домино. Например, так:
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 (Д.Ю.Кузнецов)
2. В неравнобедренном треугольнике АВС ((А=(, (В=(, (С=() серединный перпендикуляр к стороне АС и биссектриса угла В пересекаются в точке Р. Найдите угол АРС. (Д.Ю.Кузнецов)
3. В некоторой компании 100 акционеров, причём любые 66 из них владеют не менее, чем 50% акций компании. Каким наибольшим процентом всех акций может владеть один акционер?  
Ответ: 25%. Решение: Пусть Х – акционер, владеющий наибольшим процентом акций (х%). Разобьём остальных  99 акционеров на три группы А, В и С по 33 акционера. Пусть они владеют соответственно a, b, и c процентами акций. Тогда 2(100–x) = 2(a+b+c) = (a+b)+(b+c)+(c+a) ( 50+50+50, т.е. х(25. Приведём соответствующий пример распределения акций. Если каждый из 99 акционеров, кроме Х, владеет 75/99 % акций, то любые 66 из них без Х владеют ровно 50%, а любые 66, включая Х, владеют более 50%, при этом у Х – ровно 25% акций. (Н.Х.Агаханов)
4. Верно ли, что если 
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? (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, а разные буквы – разные цифры).  
Ответ: да, верно. Решение: 1). 
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 - чётное число, следовательно, оканчивается на чётную цифру, т.е. 
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, значит, либо в следующий разряд переходит 1, либо перехода нет, но 
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Таким образом, мы фактически имеем три уравнения 
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 может равняться нулю. Вычтем из первого уравнения третье и разделим на 2, тогда 
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, а разные буквы принимают разные значения цифр.
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Таким образом, наш ребус имеет единственное, при этом весьма неожиданное, решение 23.09.28(2=46.18.56. Видим, что 
[image: image28.wmf]Ч

=4, т.е. действительно равно 2(2 (!!!!!!!). (Д.Ю.Кузнецов)
5. Можно ли во всех  клетках бесконечной клетчатой плоскости расставить по одному все целые числа (каждое целое число – ровно в одной клетке) так, чтобы у каждого числа среди четырёх соседних (по стороне) были два числа, больших его, и два числа, меньших его? 
Ответ: можно. Решение: В качестве примера приведем следующий алгоритм расстановки чисел. Расставим все целые числа так, чтобы каждое число было меньше соседних чисел сверху и справа, и больше чисел слева и снизу. Для этого введём на нашей клетчатой плоскости обычную систему координат, в которой у каждой клетки будут две целочисленные координаты. Сначала поставим в клетку с координатами (0, 0) число 0. Затем начнём по очереди ставить последовательные положительные целые числа сериями. Первая серия (числа 1, 2, 3) занимает клетки с координатами (1, –1), (1, 0), (0, 1). А каждая следующая серия ставится следующим образом. Начало серии (номер N) – в клетке  (N, –N), затем числа идут подряд вверх до клетки (N, 0) включительно, потом по диагонали влево-вверх до клетки (1, N–1), а далее числа идут от клетки (–N+1, N) вправо до клетки (0, N). Таким образом, все положительные числа займут все клетки с положительной суммой координат и с суммой координат, равной нулю, с положительной первой координатой. 

Затем центрально симметрично отразим все положительные числа относительно клетки с 0 и поменяем знак на минус. В результате все оставшиеся клетки будут заняты всеми отрицательными целыми числами. На рисунке показана центральная часть (около 0) плоскости, заполненной таким алгоритмом. Нетрудно убедиться, что наш алгоритм даёт нужный результат и в положительной, и в отрицательной частях плоскости, и на стыке этих частей. (С.Г.Волчёнков)
 10 класс.

1. Можно ли на координатной плоскости изобразить несколько различных парабол вида y=x2+px+p2 так, чтобы общее число их точек пересечения было равно 2003? (Е.А.Чернышов)
Ответ: нет. Решение: Любые две различные параболы y=x2+mx+m2  и  y=x2+nx+n2  пересекаются в единственной точке (при x= –m–n), причём никакие три параболы не проходят через одну точку. Тогда, если требуемое возможно, то количество точек пересечения равно числу пар парабол, т.е. с(с-1)/2=2003  (где с - число парабол), чего быть не может (т.к. 2003 – простое число). 

2. Поезд в метро тормозит и ускоряется с одинаковым по модулю ускорением. Длина поезда равна длине остановочной платформы на станции, причём во время остановки начало поезда точно совпадает с началом платформы. В каких точках поезда должен разместиться человек, чтобы наблюдать за происходящим на станции как можно дольше? (Ответ обосновать) (А.В.Акопян)
Ответ: надо разместиться в середине поезда. Решение (авторское): Пусть М – середина поезда. Заметим, что в силу условия симметричные относительно М точки находились на станции одинаковое время (для этого заснимем на пленку движение поезда  и прокрутим её в обратном направлении, тогда симметричные точки просто поменяются местами, а время нахождения на станции у них будет в результате одинаковым). Докажем теперь, что точка М находится на станции дольше всех остальных точек. Возьмём произвольную точку Х, например, в первой половине состава. Пусть  О – начало станции, К – конец станции, А – точка между О и М, В – точка между М и К, такие что ОА=ХМ=ВК. Тогда время нахождения точки Х на станции на участке ВО равно времени нахождения точки М на станции на участке КА, т.к. на этих участках у них одинаковые скорости входа и выхода. Тогда для сравнения нужных нам времён надо сравнить время движения точки Х на участке КВ (tX) и точки М на участке АО (tM). Средняя скорость М на участке АО меньше скорости М в точке О, которая равна скорости  Х в точке В, которая в свою очередь меньше средней скорости Х на участке ВК. А так как ОА=ВК и средние скорости разные, то tX< tM, следовательно, и суммарное время нахождения М на станции больше, ч.т.д.

Комментарий: Подавляющее большинство школьников восприняло эту задачу, как задачу по физике, и решило её с помощью стандартных формул физики, используя свойства параболы. И только один школьник (Илья Лысенков), решив задачу через квадратный трёхчлен, осознал, что задача решается очень красиво без каких бы то ни было формул, и привёл решение, совпадающее с авторским.

3. AA1 и BB1 – высоты остроугольного треугольника ABC, пересекающиеся в точке H. H’ – симметрична H относительно A1B1. Доказать, что если H’ принадлежит биссектрисе угла С, то треугольник ABC – равнобедренный. (А.Н.Куликов)
Решение: пусть K и L – проекции точки H’ на стороны ВC и AC соответственно. Предположим, что треугольник АВС – неравнобедренный, тогда, например, можно считать, что α = (CAB > (CBA = β. Так как (AA1B = (BB1A = 90°, то точки A1 и B1 лежат на окружности с диаметром AB,  значит, опирающиеся на одну дугу (B1A1A = (B1BA = 90(–(CAB = 90°–α.  Тогда в силу симметрии (H’A1B1 = (HA1B1 =90°–α. Следовательно, (KA1H’ = 90°–(HA1B1–(H’A1B1 = 90°–2(90°–α) = 2α–90, аналогично, (LB1Н’=2β–90°. Получаем, что (KA1H’>(LB1Н’, следовательно, sin(KA1H’>sin(LB1Н’. Рассмотрим треугольник A1H’B1, в нём A1H’>H’B1 , т. к.   (H’A1B1=90°–α<90(–β=(H’B1A1. Из прямоугольного треугольника KH’A1 имеем, что KH’= sin(KA1H’(A1H’> sin(LB1Н’(H’B1=H’L, значит , KH’> H’L, но H’ лежит на биссектрисе угла С, значит, эти отрезки равны – противоречие. Следовательно, наше предположение не верно и α =β, т.е. треугольник АВС – равнобедренный.

5. Докажите, что в арифметической прогрессии, состоящей из натуральных чисел, с разностью, взаимно простой с 110, имеется бесконечно много «чисел-перевёртышей». (Перевёртышем назовём натуральное число, которое одинаково записывается в обе стороны, например, 2002, 1252521.) (Е.А.Чернышов, А.Н.Куликов)
Решение 1 (авторское): Пусть d – разность прогрессии. По условию, НОД(d, 10)=1. Значит, есть число из k единиц 111…11, кратное d (по принципу Дирихле, существуют 2 числа такого вида, сравнимые по модулю d; тогда их разность 11…1100..00 кратна d, но с учётом взаимной простоты d и 10 следует наличие нужного нам числа из единиц). Таким образом, домножая  на 9, получим, что число из k девяток, равное (10k–1), делится на d. Тогда число вида  211…112211…112……………….211…112 (полученное приписыванием N раз k-значного числа  вида A=211…112) сравнимо c NA (mod d) и является перевёртышем. Тогда  НОД(А, d) = НОД(10А, d) = НОД(11…110+100…0010, d) = НОД(100…0010, d) = НОД(11+(10k-1),d) = НОД(11,d) = 1 (т.к. НОД(d, 110) = 1 по условию). Итак, НОД(А, d) = 1. Тогда согласно известной лемме об арифметической прогрессии для любого r существует бесконечно много таких натуральных N, что NA сравнимо с r (mod d). Т.о., имеется бесконечно много чисел-перевёртышей, принадлежащих прогрессии (r+md). 

Решение 2: Заметим, что в нашей арифметической прогрессии встречаются все натуральные числа, сравнимые с a (остаток a1 при делении на d)  и не меньшие a1 – первого члена нашей арифметической прогрессии, т.к. они все идут ровно через d. Выше доказано, что существует число из k девяток, равное (10k–1), которое делится на d, т.е. 10k≡1 (mod d). Рассмотрим теперь числа вида 100…0100…0100…01, в которых ровно р=a+nd единиц, где n – любое целое неотрицательное число, а в каждом куске подряд идущих нулей будет по k-1 нулю. Эти числа являются перевёртышами и равны сумме 1+10k+102k+103k+…+10(р-1)k≡р≡a (mod d), т.к. каждое слагаемое здесь сравнимо с 1. Таких чисел бесконечно много, причём, начиная с некоторого, они все будут больше a1, значит, все будут входить в нашу арифметическую прогрессию. 

Комментарий: Заметим, что во втором решении нам хватило только взаимной простоты d и 10, значит, наличие в условии числа 110 фактически является подсказкой по применению репьюнитов, т.е. чисел En=11…1, где n – количество единиц. Эта задача в очередной раз подтверждает, что последние номера городской олимпиады являются задачами, при решении которых школьникам требуются реальные дополнительные знания.

                                                                   11 класс.
1. Вася, тренируясь, написал в тетрадке квадратные трёхчлены x2+px+100, где p принимает все целые значения от –100 до 100, и затем нашел сумму действительных корней всех написанных трёхчленов. А вы это сможете сделать?   (Фольклор)  (Е.А.Чернышов, А.Н.Куликов)
2. Верно ли, что если взять любые два угла любого треугольника, то перед одним из них можно написать sin, а перед другим cos так, чтобы сумма двух получившихся чисел была бы не больше 
[image: image29.wmf]2

? (О.К. Подлипский)
Ответ: да. Решение: Предположим, что есть такие углы ( и (, что и sin(+cos(>
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, и cos(+sin(>
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. Отсюда 2
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<sin(+cos(+cos(+sin(=(sin(+cos()+(sin(+cos()= 
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sin((+45()+
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sin((+45()(
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+
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=2
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 – противоречие. Значит, можно соответствующим образом подписать синус и косинус к двум любым углам любого треугольника.

3. В треугольнике ABC окружность, проходящая через вершины A и C, пересекает стороны AB и BC в точках C1 и A1 соответственно. Оказалось, что точки A1, B, C1 и точка Р пересечения прямых АА1 и CC1 образуют описанный четырёхугольник. Докажите, что треугольник ABC – равнобедренный. (Е.А.Чернышов, А.Н.Куликов)
Решение (авторское): Пусть I – центр окружности, вписанной в четырёхугольник А1ВС1Р, значит, I равноудалена от сторон четырёхугольника, следовательно, и от прямых AB и АА1, содержащих стороны этого четырёхугольника. Значит, AI – биссектриса 
[image: image38.wmf]Ð

BAA1, т.е. 
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BAI=
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IAA1. Аналогично, 
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BCI=
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ICC1. Кроме того, 
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A1AC1=
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C1CA1, т. к. четырехугольник ACA1C1 – вписанный, значит, равны и половины углов, следовательно, 
[image: image45.wmf]Ð

BAI=
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BCI. Тогда ∆ABI=∆BCI (по стороне и двум соответственным углам), т. к. BI – общая сторона и биссектриса 
[image: image47.wmf]Ð

ABC, а 
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BAI=
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BCI. Следовательно, AB=BC, т.е. (АВС – равнобедренный.

Решение 2 (Александр Гонченко): Из равенства углов ВCC1 и BAA1, опирающихся на одну дугу, и наличия общего угла В, следует, что треугольники ВCC1 и BAA1 – подобные, да ещё и с одинаковой вписанной окружностью, значит, коэффициент подобия равен 1 и эти треугольники равны, следовательно, АВ=ВС.

4. В некоторой компании 25 акционеров, причём любые 15 из них владеют не менее, чем 50% акций компании. Каким наибольшим процентом всех акций может владеть один акционер? (О.К. Подлипский)
Ответ: 20%. Решение: Пусть Х – акционер, владеющий наибольшим процентом акций (х%). Разобьём остальных  24 акционеров на восемь групп А1, А2, …, А8 по 3 акционера. Пусть они владеют соответственно a1, a2, …, a8 процентами акций. Тогда 5(100–x) = 5(a1+a2+ …+ a8) = (a1+a2+ …+ a5) +(a2+a3+ …+ a6) +…+(a8+a1+ …+ a4) ( 8(50=400, т.е. х(20.

Приведём соответствующий пример распределения акций. Если каждый из 24 акционеров, кроме Х, владеет 80/24 % акций, то любые 15 из них без Х владеют ровно 50%, а любые 15, включая Х, владеют более 50%, при этом у Х – ровно 20% акций.

Комментарий: Приведём другое рассуждение при решении задачи. Предположим, что Х имеет более 20% акций, тогда у остальных 24 человек – менее 80%, тогда по принципу Дирихле (а точнее, принципу усреднения) существуют 15 акционеров (с самыми наименьшими количествами акций), у которых менее 80(15/24=50(%), что противоречит условию. Соответствующую теорему на принцип усреднения можно сформулировать так: Если сумма чисел a1+a2+ …+ an ( S, то среди них для любого натурального k(n найдутся k чисел, сумма которых не превосходит kS/n. А доказательство этой теоремы как раз и осуществляется с помощью приведённого выше трюка и создания сумм, аналогичных приведённым в авторском решении.  
5.Можно ли во всех  клетках бесконечной клетчатой плоскости расставить по одному все целые числа (каждое целое число – ровно в одной клетке) так, чтобы у каждого числа среди четырёх соседних (по стороне) были два числа, больших его, и два числа, меньших его? 
Ответ: можно. Решение: В качестве примера приведем следующий алгоритм расстановки чисел. Расставим все целые числа так, чтобы каждое число было меньше соседних чисел сверху и справа, и больше чисел слева и снизу. Для этого введём на нашей клетчатой плоскости обычную систему координат, в которой у каждой клетки будут две целочисленные координаты. Сначала поставим в клетку с координатами (0, 0) число 0. Затем начнём по очереди ставить последовательные положительные целые числа сериями. Первая серия (числа 1, 2, 3) занимает клетки с координатами (1, –1), (1, 0), (0, 1). А каждая следующая серия ставится следующим образом. Начало серии (номер N) – в клетке  (N, –N), затем числа идут подряд вверх до клетки (N, 0) включительно, потом по диагонали влево-вверх до клетки (1, N–1), а далее числа идут от клетки (–N+1, N) вправо до клетки (0, N). Таким образом, все положительные числа займут все клетки с положительной суммой координат и с суммой координат, равной нулю, с положительной первой координатой. 

Затем центрально симметрично отразим все положительные числа относительно клетки с 0 и поменяем знак на минус. В результате все оставшиеся клетки будут заняты всеми отрицательными целыми числами. На рисунке показана центральная часть (около 0) плоскости, заполненной таким алгоритмом. Нетрудно убедиться, что наш алгоритм даёт нужный результат и в положительной, и в отрицательной частях плоскости, и на стыке этих частей. (С.Г.Волчёнков)
6. Найдите все натуральные a, b и c такие, что НОД(a,b) + НОД(b,c) + НОД(c,a) = (a+b+c)/2. (Е.А.Чернышов)
Ответ:  (с точностью до порядка и умножения на любое натуральное число): (1,2,3), (1,3,6), (4,2k-1,2k-1), (где k – любое натуральное число)

Решение: Можно считать, что НОД(a,b,c)=1  (иначе просто поделим).

1).Если ни одно из чисел a,b,c не делится на другое, то (a≠b, b≠c, c≠a) ясно, что  НОД(a,b)+НОД(b,c)+НОД(c,a) ≤ 1/2 × min(a,b) +1/2 × min(b,c) +  1/2 × min(c,a) <

1/2 × 1/2 ×(a+b)    +    1/2 × 1/2 ×(b+c)    +    1/2 × 1/2 ×(c+a) =  (a+b+c)/2 , т.е. решений нет.

2).Если есть равные числа, например, a=b, то уравнение перепишется в виде  a+2НОД(a,c)=a+ c/2   , т.е. НОД(a,c)= c/4 , откуда  c=4c0  , a=c0(2k-1)=b, c0 - натуральное.

3).Если, среди исходных чисел есть 1, например, с=1, то уравнение таково: НОД(a,b)+1+1= (a+b+1)/2 , т.е. 2НОД(a,b)+3=a+b. Значит, 3 делится на НОД(a,b). Считая, например, что a>b>1, после рассмотрения обоих случаев  (НОД(a,b)=1 и НОД(a,b)=3) получаем решения: (1,2,3) и (1,3,6).

Итак, остался 4-й случай, когда все три числа больше 1, попарно различны, и среди них есть 2 числа, одно из которых делится на другое (пусть a=bk, k≥2, k – натуральное). Тогда НОД(b,c)=1 ,т.к. иначе НОД(a,b,c)=НОД(bk,b,c)=НОД(b,c)>1 – противоречие (см. ранее). Значит, наше уравнение таково: b+1+НОД(c,bk)= (bk+b+c)×1/2  , т.е. (т.к. НОД(b,c)=1, то НОД(с,bk)=НОД(с,k)) получим уравнение (*) 2НОД(c,k)= b(k-1)+ (c-2). Если НОД(c,k)<k , то НОД(c,k)≤ k/2 (т.к. НОД(c,k)-делитель k).

Значит (ведь b,c>1),  k ≥b(k-1)+(c-2) ≥2(k-1) , т.е. k≤2 , т.е. k=2. Следовательно, НОД(c,k)=1 (≤ k/2). Тогда (*) переписывается так: b+c=4 , значит, b=c=2. Т.к. тогда a=2b=4, то такое исключено (НОД(a,b,c)>1). Итак, НОД(c,k)=k. Тогда уравнение (*) таково: 2k=b(k-1)+(c-2). Т.к. с кратно k, то c≥k. Значит, 2k≥2(k-1)+(k-2) ,т.е. k≤4. 

При  k=4 имеем 8=3b+(c-2) (c кратно 4), значит, с=4, b=2 и тогда a=8, следовательно, НОД(a,b,c)>1 – противоречие. 

При  k=3 имеем 6=2b+(c-2)  (c кратно 3), значит, b=1, c=6 и тогда a=3. Но случай b=1 был рассмотрен ранее.  

При  k=2 имеем  6=b+c (c кратно 2, НОД(b,c)=1), значит,  (ведь b и c больше 1) нет решений.
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