Нижегородская (VI открытая) городская  математическая олимпиада школьников

г. Нижний Новгород, НФ ГУ ВШЭ, 14 декабря 2008 года 

8 класс

1. Можно ли расставить все целые числа от 1 до 9 в клетках квадрата 3(3 так, чтобы суммы чисел во всех квадратах 2(2 были равны между собой? 
Ответ: пример нужного квадро-магического квадрата 3(3 см. в таблице справа.
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2. Найдите наибольшего 
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 (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). (Ответ обоснуйте.) 

Ответ: 6853. Решение: 
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, откуда и получим наибольшее возможное значение в случае 8753=6+1894+6853.

3. Клетки раскрашенной в шахматном порядке доски 8(8 можно перекрашивать по следующему правилу: взять две соседние по стороне клетки и закрасить их в один цвет (чёрный или белый), если они были разноцветные, или раскрасить их в разные цвета, если они были одноцветными. За какое наименьшее количество таких операций доску можно перекрасить в «противоположную» чёрно-белую раскраску?  

 4. В выпуклом шестиугольнике с углами в 120( четыре подряд идущие стороны равны 3, 12, 4 и 9. Найдите длины двух других сторон. 
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Ответ:  6 и 10. Решение:  Пусть следующие две стороны равны x и y. Построим на сторонах 3, 4 и x наружу три равносторонних треугольника. Получим правильный треугольник, в который вписан исходный шестиугольник. У этого треугольника сторона равна 3+12+4=4+9+x=x+y+3, откуда x=6, y=10.
5. Набор из трёхзначных чисел назовём сильным, если любое трёхзначное число, все цифры которого идут в неубывающем порядке (например, 226, 139, 555), совпадает хотя бы в одном разряде с одним из чисел этого набора. Какое наименьшее количество чисел может быть в сильном наборе? 
Ответ:  3 числа, например, 147, 258, 369. Решение:  в сильном наборе не менее 3 чисел, т.к. в числах набора должны участвовать все 9 цифр, иначе одно из чисел вида 
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 не будет удовлетворять условию. Любое трёхзначное число 
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, где a(b(c удовлетворяет условию при этом наборе, иначе a(4, c(6 и для цифры b нет допустимых значений.
9 класс

1. Можно ли расставить все целые числа от 1 до 9 в клетках квадрата 3(3 так, чтобы в любом квадрате 2(2 сумма чисел была равна простому числу? 
Ответ: пример нужного квадро-магического квадрата 3(3 см. в таблице справа.
	5
	3
	8

	4
	7
	1

	6
	2
	9


2. В зале находятся 9 столов, стоящих по кругу, и 7 рыцарей. Какое минимальное число лжецов надо пригласить в зал, чтобы всех людей в зале можно было рассадить так, чтобы за каждым столом нашёлся человек, который может сказать, что за следующим (по часовой стрелке) столом сидит чётное число людей? (рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут) 
Ответ: 6. Решение: Пусть всего k лжецов. Тогда необходимо минимум 9-k столов только с рыцарями, значит, и  9-k идущих за ними столов с чётным ненулевым числом сидящих. Получаем, что всего не менее 9+(9–k)=18–k человек, но их 7+k. Значит, 7+k(18-k ( k(5,5, но k – целое ( k≥6.  При 6 лжецах людей можно рассадить, например, следующим образом: р–рл–р–рл–р–лл–р–рл–л.

3. Высоты АА1 и СС1  остроугольного треугольника АВС пересекаются в точке Н. Пусть N – середина отрезка ВН, а М – середина стороны АС. Докажите, что АМ2+ВN2=MN2. 

4. Найдите наименьшее возможное значение суммы целых чисел a, b и c, удовлетворяющих  равенству 
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Ответ:  1. Решение:  В силу симметричности выражения можно упорядочить числа a(b(c. Т.к.  
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, то b>0. 1). Пусть a>0, тогда а+b+c(3. 2). Пусть a<0, тогда a=–n,  где  n – натуральное число. Из исходного уравнения получим, что 
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, где последняя дробь несократима, значит, из левой дроби получим, что b+c(n+1 и a+b+c(1. Минимальное значение суммы 1 будет приниматься, например, в случае a=– n,  b=1,  c=n.

5. По заданию девятиклассника Димы его брат, шестиклассник Ваня, расставляет цифры на гранях двух кубиков (на каждом кубике – своим способом, на каждой грани записана ровно одна цифра). Ему необходимо получить как можно больше подряд идущих двузначных чисел, выкладывая рядом эти два кубика. Какое наибольшее количество таких двузначных чисел он может составить? 
Ответ: 44 числа (от 56 до 99), если, например, на одном кубике напишут 3, 4, 5, 6/9, 7, 8, а на другом – 0, 1, 2, 6/9, 7, 8. Доказательство оценки: Предположим, они сумеют составить не менее 45 чисел, тогда среди этих чисел будут хотя бы 4 числа, кратных 11. Кроме того, чтобы оказалось 10 подряд идущих чисел (а они имеют различные последние цифры), ребята должны будут записать на кубиках каждую из 9 возможных цифр, учитывая, что 6-9 можно изобразить одной и той же цифрой. Тогда среди 12 цифр будет не более трёх пар одинаковых цифр, значит, 4 двузначных числа, кратных 11 (а они содержат одинаковые цифры), ребята смогут составить только как 66, 77, 88, 99. Но тогда при наличии числа 99 среди 45 подряд идущих двузначных чисел будет ещё и число 55, что уже невозможно. Противоречие. Значит, можно составить не более 44 подряд идущих чисел, взяв цифры 6/9, 7 и 8  по два раза, а остальные цифры  – по одному разу. Комментарий: девятиклассник и шестиклассник в условии задачи совсем не случайны – подсказка, что цифры 9-6 друг друга могут заменять.
                                                                    10 класс

1. Найдите все натуральные n такие, что число, получаемое при записывании десятичной записи числа 
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 в обратном порядке, также будет являться точным квадратом. 

2. Докажите, что серединные перпендикуляры к сторонам AB, CD и EF выпуклого шестиугольника ABCDEF с углами по 120( пересекаются в одной точке.
[image: image28.png]


Решение: Построим на сторонах AB, CD и EF наружу три равносторонних треугольника. Получим правильный треугольник, в который вписан исходный шестиугольник. Тогда наши три серединных перпендикуляра будут в полученном равностороннем треугольнике биссектрисами, медианами и высотами, которые пересекутся в одной точке.
3. Приведите пример прямоугольного треугольника, у которого длины сторон можно изменить на единицу (каждый отрезок увеличить или уменьшить по своему усмотрению) так, чтобы из изменённых отрезков можно было составить новый прямоугольный треугольник. Укажите, как надо изменить длины сторон. 
Решение:  Например, из треугольника со сторонами 9/20, 2, 41/20 можно получить  треугольник со сторонами 29/20, 1, 21/20. Комментарий:  Такую операцию можно выполнить, только превратив один катет в гипотенузу, а гипотенузу – в катет. Для решения задачи надо фактически найти хотя бы одно решение одной из двух возможных систем из двух уравнений, получаемых через теорему Пифагора.
4. При каких натуральных n клетки таблицы n(n можно раскрасить в два цвета так, чтобы в любом квадрате 2(2 одного цвета было 3 клетки, а другого – 1 клетка, но при этом во всей таблице клеток каждого цвета было бы поровну?

5. Положительные числа a, b и с удовлетворяют неравенству ab+bc+ca>a+b+c. Найдите все возможные значения суммы a+b+c. 
Ответ: (3;+(). Решение:  Воспользуемся классическим неравенством 
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, значит, в силу положительности получаем, что a+b+c>3. При этом каждое значение, большее 3, достигается, например, при a=b=1  и c=1+(, где ( – любое положительное число.

11 класс

1. а и b – положительные числа. Сумма минимального значения квадратного трехчлена  f(x)=ax2+x+b и минимального значения трехчлена g(x)=bx2+x+a равна нулю. Докажите, что эти минимальные значения сами равны нулю.
2. В прямоугольном параллелепипеде из одной вершины проведено 3 диагонали граней. Докажите, что сумма  трёх углов между этими диагоналями равна 180(.
Решение:  Соединив попарно концы трёх проведенных диагоналей, получим вписанный в параллелепипед тетраэдр с равными гранями. Сумма указанных углов равна сумме углов любой грани этого тетраэдра, т.е. сумме углов треугольника (180().
3. Рассматриваются все натуральные числа, меньшие 1000, сумма цифр каждого из которых равна N, где N – некоторое натуральное число от 1 до 27.  Докажите, что сумма этих чисел делится на N.

4. АА1 и СС1 - высоты остроугольного треугольника АВС. Докажите, что расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников АА1С1 и ВА1С1, равно радиусу окружности, описанной около треугольника АВС.
5. Часть клеток доски n(m закрашена так, что в любом столбце и любой строке чётное количество закрашенных  клеток, при этом ладья может пройти с любой закрашенной клетки на любую другую закрашенную клетку, останавливаясь только на закрашенных клетках. Докажите, что ладья может пройти по всем закрашенным клеткам так, чтобы встать на каждую такую клетку ровно 1 раз. 
Решение: Рассмотрим двудольный граф, в котором вершины – строки и столбцы, а рёбра – закрашенные клетки. Тогда это связный граф с чётными вершинами, а в нём есть эйлеров цикл, который нам и нужен.

Комментарий: Очень важно, что клетки – рёбра графа, а не вершины, как посчитали многие школьники и соответственно не решили задачу. Надо помнить: ТАБЛИЦА, ДОСКА – ДВУДОЛЬНЫЙ ГРАФ.
6. Найдите наибольшее число ( такое, что 
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 для любых углов, удовлетворяющих условию 
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Ответ:  
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[image: image18.wmf]5

cos

cos

cos

-

<

+

+

g

b

a

. Тогда для векторов 
[image: image19.wmf])

sin

,

(cos

a

a

a

, 
[image: image20.wmf])

sin

,

(cos

b

b

b

 и 
[image: image21.wmf])

sin

,

(cos

g

g

c

 получим, что 
[image: image22.wmf]3

|

|

|

|

|

|

|

|

)

sin

sin

(sin

)

cos

cos

(cos

2

)

5

(

9

3

2

2

2

2

=

+

+

£

+

+

=

+

+

+

+

+

<

+

-

=

=

c

b

a

c

b

a

g

b

a

g

b

a

 - противоречие. При этом для углов 
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 выполняются условия 
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